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Некоторые обозначения
 – множество натуральных чисел

  — множество целых чисел

  — множество рациональных чисел

  — множество действительных чисел

x∈  — x  принадлежит множеству 

x∉  — x  не принадлежит множеству 

A B∪  — объединение множеств A  и B

A B∩  — пересечение множеств A  и B

( );a b  — интервал (открытый промежуток), a x b< <

[ ) ( ]; ; ;a b a b  — полуинтервалы, ;a x b a x b≤ < < ≤

[ ];a b  — отрезок (замкнутый промежуток), a x b≤ ≤

( ) [ ) ( ) ( ]; ; ; ; ; ; ;a a b b+∞ +∞ −∞ −∞  — числовые лучи, 
; ; ;a x a x x b x b< < +∞ ≤ < +∞ − ∞ < < − ∞ < ≤

( );−∞ +∞  — числовая прямая, x−∞ < < +∞


























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{ }a – множество, состоящее из одного числа a

∅  — пустое множество

a b=  — a  равно b

a b≠  — a  не равно b

;a b a b> ≥  – a  больше b ; a  больше или равно b

;a b a b< ≤  – a  меньше b ; a  меньше или равно b

a b≡  — a  тождественно равно b

a b≈  — a  приближенно равно b

x∀  — любое значение x ; для любого значения x

A B⇒  — из A следует B (если выполнено A, то выполнено B; A — 
достаточное условие для B, B — необходимое условие для A)

A B⇔ – из A следует B и одновременно из B следует A (A — необ-
ходимое и достаточное условие для B; A и B равносильны)

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2f x g x f x g x= ⇔ =  — уравнения равносильны (эквива-
лентны)

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2f x g x f x g x> ⇔ >  — неравенства равносильны (экви-
валентны)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

;
f x g x f x g x

f x g x f x g x

 = > 
 

= >  
 — система уравнений; неравенств

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

;
f x g x f x g x

f x g x f x g x

 = >
 

= >  
— совокупность уравнений; нера-

венств






























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(1)

(2)

(3)







 — система, состоящая из уравнения (неравенства) (1) и сово-

купности (2), (3)

(1)

(2)

(3)





 — совокупность, состоящая из уравнения (неравенства) (1) и 

системы (2), (3)

; eπ  — числовые константы: 3,14159; 2,71828eπ ≈ ≈







Некоторые обозначения





Часть 1. Формулы 
и примеры





§ 1.1. Формулы сокращенного 
умножения и другие тождества

Квадрат суммы

(1.1.1) ( )2 2 22a b a ab b+ = + +

Пример 1.1.1а. ( )2 22 4 4a a a+ = + +

Пример 1.1.1б. 
2

21 1
2 4

a a a + = + + 
 

Квадрат разности

(1.1.2) ( )2 2 22a b a ab b− = − +

Пример 1.1.2а. ( )2 20,1 0,2 0,01a a a− = − +

Пример 1.1.2б. ( ) =
2 22 2 2 2a a a- - +

Разность квадратов

(1.1.3) ( )( )2 2a b a b a b− = − +

Пример 1.1.3а. ( )( )2 2 24 2 2 2a a a a− = − = − +

Пример 1.1.3б. ( ) ( )( )= =
22 22 2 2 2a a a a- - - +
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Куб суммы

(1.1.4) ( )3 3 2 2 33 3a b a a b ab b+ = + + +

Пример 1.1.4а. ( )3 3 22 6 12 8a a a a+ = + + +

Пример 1.1.4б. ( )3 3 20,1 0, 3 0,03 0,001a a a a+ = + + +

Куб разности

(1.1.5) 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b− = − + −

Пример 1.1.5а. 
3

3 21 3 3 1
2 2 4 8

a a a a − = − + − 
 

Пример 1.1.5б. ( )− = − + −
3 3 22 3 2 6 2 2a a a a

Разность кубов

(1.1.6) ( )( )− = − + +3 3 2 2a b a b a ab b

Пример 1.1.6а. ( )( )− = − + +3 28 2 2 4a a a a

Пример 1.1.6б. ( )( )− = − + +3 22 2 2 2 2a a a a

Сумма кубов

(1.1.7) ( )( )+ = + − +3 3 2 2a b a b a ab b

Пример 1.1.7а. 3 21 1 1
8 2 2 4

a
a a a   + = + − +   

   

Пример 1.1.7б. ( )( )+ = + − +3 20,125 0,5 0,5 0,25a a a a
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Квадрат суммы трех слагаемых

(1.1.8) ( ) ( ) ( )2 2 22a b c a b a b c c+ + = + + + +

Пример��������  1.1.8. ( ) ( ) ( )+ + = + + + +
2 21 2 1 2 2 1 2a a a

(1.1.9) ( ) ( )2 2 2 2 2a b c a b c ab bc ca+ + = + + + + +

Пример��������  1.1.9. ( ) ( )+ + = + + + +
2 21 2 2 1 2 3 2 2a a a

Преобразование выражений, содержащих четвертые 
степени

(1.1.10) ( )( )− = − + + +4 4 3 2 2 3a b a b a a b ab b

Пример 1.1.10а.� ( )( )− = − + + +4 3 216 2 2 4 8a a a a a

Пример 1.1.10б.� ( )( )− = − + + +4 3 24 2 2 2 2 2a a a a a

(1.1.11) ( )( )( )− = − + +4 4 2 2a b a b a b a b

Пример 1.1.11а. ( )( )( )− = − + +4 216 2 2 4a a a a

Пример 1.1.11б. ( )( )( )− = − + +4 24 2 2 2a a a a

(1.1.12) 4 4 3 2 2 3 4( ) 4 6 4a b a a b a b ab b± = ± + ± +

Пример 1.1.12а. ( )4 4 3 22 8 24 32 16a a a a a+ = + + + +

Пример 1.1.12б. ( )− = − + − +
4 4 3 22 4 2 12 8 2 4a a a a a

(1.1.13) ( )( )+ = − + + +4 4 2 2 2 22 2a b a ab b a ab b

§ 1.1. Формулы сокращенного умножения и другие тождества
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Пример 1.1.13а. ( )( )+ = − + + +4 2 24 2 2 2 2a a a a a

Пример 1.1.13б. ( )( )+ = − + + +4 2 216 2 2 4 2 2 4a a a a a

(1.1.14) ( )( )+ + = − + + +4 2 2 4 2 2 2 2a a b b a ab b a ab b

Пример 1.1.14а. ( )( )+ + = − + + +4 2 2 22 4 2 2 2 2a a a a a a

Пример 1.1.14б. ( )( )+ + = − + + +4 2 2 24 16 2 4 2 4a a a a a a

Выражение суммы квадратов, суммы кубов и суммы 
четвертых степеней через сумму и произведение

(1.1.15) ( )22 2 2a b a b ab+ = + −

(1.1.16) ( ) ( )33 3 3a b a b ab a b+ = + − +

(1.1.17) ( ) ( ) ( )4 2 24 4 4 2a b a b a b ab ab+ = + − + +

Применение формул сокращенного умножения

Замена переменных в формулах (1.1.1) — (1.1.7)

= = ;a cx b b

(1.1.18) ( )2 2 2 22+ = + +cx b c x bcx b

Пример 1.1.18. ( )2 2 22 4 4x b x bx b+ = + +

(1.1.19) ( )2 2 2 22cx b c x bcx b− = − +

Пример 1.1.19. ( )2 2 20,1 0,01 0,2x b x bx b− = − +


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(1.1.20) ( )( )2 2 2c x b cx b cx b− = − +

Пример 1.1.20. ( )( )− = − +2 22 2 2x b x b x b

(1.1.21) ( )3 3 3 2 2 2 33 3cx b c x bc x b cx b+ = + + +

Пример 1.1.21. ( )− = − + −
3 3 3 2 22 3 2 6 2 2cx c x c x cx

(1.1.22) ( )3 3 3 2 2 2 33 3cx b c x bc x b cx b− = − + −

Пример 1.1.22. ( )− = − + −
3 3 2 2 32 2 2 6 3 2x y x x y xy y

(1.1.23) ( )( )− = − + +3 3 3 2 2 2c x b cx b c x bcx b

Пример 1.1.23. ( )( )− = − + +3 3 2 28 2 4 2x b x b x bx b

(1.1.24) ( )( )+ = + − +3 3 3 2 2 2c x b cx b c x bcx b

Пример 1.1.24. ( )( )+ = + − +3 3 2 28 2 2 4c x cx c x cx

1
; ; 0a x b x

x
= = ≠

(1.1.25) 
2

2
2

1 1
2

 + = + + 
 

x x
x x

(1.1.26) 
2

2
2

1 1
2x x

x x

 − = + − 
 

(1.1.27) 2
2

1 1 1  − = − +  
  

x x x
x xx

§ 1.1. Формулы сокращенного умножения и другие тождества
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(1.1.28)  
3

3
3

1 3 1
3x x x

x x x

 + = + + + 
 

(1.1.29)  
3

3
3

1 3 1
3x x x

x x x

 − = − + − 
 

(1.1.30) 3 2
3 2

1 1 1
1x x x

xx x

   − = − + +   
   

(1.1.31) 3 2
3 2

1 1 1
1x x x

xx x

   + = + + −   
   

; ; , 0a x b y x y= = ≥

(1.1.32) ( )+ = + +
2

2x y x x y y

Пример 1.1.32. ( )+ = + +
2

2 2 2 2x x x

(1.1.33) ( )− = − +
2

2x y x x y y

Пример 1.1.33. ( )− = − +
2

2 2 2 2x x x

(1.1.34) ( )( )− = − +x y x y x y

Пример 1.1.34. ( )( )− = − +2 2 2x x x

(1.1.35) ( )+ = + + +
3

3 3x y x x x y y x y y

Пример 1.1.35. ( )+ = + + +
3

2 3 2 6 2 2x x x x x

(1.1.36) ( )− = − + −
3

3 3x y x x x y y x y y
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Пример 1.1.36. ( )− = − + −
3

2 3 2 6 2 2x x x x x

(1.1.37) ( )( )− = − + +x x y y x y x x y y

Пример 1.1.37. ( )( )− = − + +2 2 2 2 2x x x x x

(1.1.38) ( )( )+ = + − +x x y y x y x x y y

Пример 1.1.38. ( )( )+ = + − +2 2 2 2 2x x x x x

; ; 0a x b x x= = ≥

(1.1.39) ( )+ = + +
2 2 2x x x x x x

Пример 1.1.39. ( )+ = +
2

2 2 6 4 2

(1.1.40) ( )− = − +
2 2 2x x x x x x

Пример 1.1.40. ( )− = −
2

3 3 12 6 3

(1.1.41) ( )( )− = − +2x x x x x x

Пример 1.1.41. ( )( )= − +2 2 2 2 2

(1.1.42) ( )+ = + + +
3 3 2 23 3x x x x x x x x

Пример 1.1.42. ( )+ = +
3

2 2 20 14 2

(1.1.43) ( )− = − + −
3 3 2 23 3x x x x x x x x

§ 1.1. Формулы сокращенного умножения и другие тождества
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Пример 1.1.43. ( )− = −
3

3 3 54 30 3

(1.1.44) ( )( )=3 2x x x x x x x x x- - + +

Пример 1.1.44. ( )( )=8 2 2 2 2 6 2 2- - +

(1.1.45) ( )( )=3 2x x x x x x x x x+ + - +

Пример 1.1.45. ( )( )+ = + −27 3 3 3 3 12 3 3

sin ; cosa x b x= =

 (1.1.46) ( )2sin cos 1 sin 2x x x+ = +

(1.1.47) ( )2sin cos 1 sin 2x x x− = −

(1.1.48) ( )( )2 2sin cos sin cos sin cosx x x x x x− = − +

(1.1.49) ( ) ( )( )3sin cos sin cos 1 sin 2x x x x x+ = + +

(1.1.50) ( ) ( )( )3sin cos sin cos 1 sin 2x x x x x− = − −

(1.1.51) ( )( )− = − +3 3sin cos sin cos 1 sin cosx x x x x x

(1.1.52) ( )( )+ = + −3 3sin cos sin cos 1 sin cosx x x x x x

Дополнительные преобразования

(1.1.53) ( ) ( ) ( )+ + = +2 2 2 22a b a b a b-

(1.1.54) 
2 2

2
2

1 1 1
2x x x

x x x

     + + − = +     
     
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(1.1.55) ( ) ( ) ( )+ + − =
2 2

2x y x y x y+

(1.1.56) ( ) ( )2 2sin cos sin cos 2x x x x+ + − =

(1.1.57) ( ) ( )2 2 4a b a b ab+ − − =

(1.1.58) 
2 21 1

4x x
x x

   + − − =   
   

(1.1.59) ( ) ( )+ − − =
2 2

4x y x y xy

(1.1.60) ( ) ( )2 2sin cos sin cos 2sin 2x x x x x+ − − =

(1.1.61) ( ) ( ) ( )3 3 2 22 3a b a b a a b+ + − = +

(1.1.62) 
3 3

2
2

1 1 3
2x x x x

x x x

     + + − = +     
     

(1.1.63) ( ) ( ) ( )+ + − = +
3 3

2 3x y x y x x y

(1.1.64) ( ) ( ) ( )+ + − = +3 3 2sin cos sin cos 2sin 1 2cosx x x x x x

(1.1.65) ( ) ( ) ( )+ − − = +3 3 2 22 3a b a b b a b

(1.1.66) 
3 3

2
2

1 1 2 1
3x x x

x x x x

     + − − = +     
     

(1.1.67) ( ) ( ) ( )+ − − = +
3 3

2 3x y x y y x y

(1.1.68) ( ) ( ) ( )+ − − = +3 3 2sin cos sin cos 2cos 1 2sinx x x x x x

(1.1.69) ( ) ( ) ( )+ + − = + +4 4 4 2 2 42 6a b a b a a b b

§ 1.1. Формулы сокращенного умножения и другие тождества
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(1.1.70) 
4 4

4
4

1 1 1
2 6x x x

x x x

     + + − = + +     
     

(1.1.71) ( ) ( ) ( )+ + − = + +
4 4 2 22 6x y x y x xy y

(1.1.72) ( ) ( ) ( )+ + − = +4 4 2sin cos sin cos 2 1 sin 2x x x x x

(1.1.73) ( ) ( ) ( )+ − − = +4 4 2 28a b a b ab a b

(1.1.74) 
4 4

2
2

1 1 1
8x x x

x x x

     + − − = +     
     

(1.1.75) ( ) ( ) ( )+ − − = +
4 4

8x y x y xy x y

(1.1.76) ( ) ( )4 4sin cos sin cos 4 sin 2x x x x x+ − − =



§ 1.2. Формулы разложения 
многочленов на множители

Выделение полного квадрата в квадратном трехчлене

(1.2.1) 
2 2

2 4
; 0

2 4
b b ac

ax bx c a x a
a a

− + + = + − ≠ 
 

Пример 1.2.1а. ( )222 4 6 2 1 8x x x+ − = + −

Пример 1.2.1б. ( )222 4 5 2 1 3x x x+ + = + +

(1.2.2) 
2 2

2

2 4
p p

x px q x q + + = + − + 
 

Пример 1.2.2а. 
2

2 1 1 3
2 2 4

x x x + − = + − 
 

Пример 1.2.2б. 
2

2 1 3
1

2 4
x x x + + = + + 

 

(1.2.3) ( )22 22x px q x p p q+ + = + − +

Пример 1.2.3а. ( )22 6 3 3 6x x x+ + = + −

Пример 1.2.3б. ( )22 6 15 3 6x x x+ + = + +
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(1.2.4) ( )22 22x px p x p+ + = +

Пример 1.2.4а. ( )22 6 9 3x x x+ + = +

Пример 1.2.4б. ( )+ + = +
22 2 2 2 2x x x

(1.2.5) 
22

2

4 2
p p

x px x + + = + 
 

Пример 1.2.5а. 
2

2 1 1
4 2

x x x + + = + 
 

Пример 1.2.5б. 
2

2 1 2
2

2 2
x x x

 
+ + = +  

 

Разложения на множители некоторых многочленов 
2-й степени

(1.2.6)

 
( )( )2

1 2

2
2

1,2

; 0;

4
4 0;

2

ax bx c a x x x x a

b b ac
D b ac x

a

+ + = − − ≠

− ± −
= − ≥ =

Пример 1.2.6. ( )( )22 4 6 2 1 3x x x x+ − = − +

(1.2.7) 
2

2 2; 0; 4 0
2
b

ax bx c a x a D b ac
a

 + + = + ≠ = − = 
 

Пример 1.2.7. ( )222 4 2 2 1x x x+ + = +

(1.2.8)
 ( )( )2 2 2

2

2 ;

0

x px q x p p q x p p q

p q

+ + = + − − + + −

− ≥

Пример 1.2.8. ( )( )+ + = + − + +2 6 3 3 6 3 6x x x x
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(1.2.9) ( )22 22x px p x p+ + = +

Пример 1.2.9. ( )− + = −
22 2 2 2 2x x x

(1.2.10) ( )( )2 2 22x px p q x p q x p q+ + − = + − + +

Пример 1.2.10. ( )( )− + − = − − − +2 4 42 2 2 3 2 3 2 3x x x x

(1.2.11) ( )2x ax x x a+ = +

Пример 1.2.11. ( )2 10 10x x x x+ = +

(1.2.12) ( )( )2 2x a x a x a− = − +

Пример 1.2.12. ( )( )− = − +2 2 2 2x x x

(1.2.13) ( ) ( )( )2x a b x ab x a x b+ + + = + +

Пример 1.2.13. ( )( )2 5 6 2 3x x x x+ + = + +

Разложения на множители некоторых многочленов 
3-й степени

(1.2.14) ( )3 2 2x ax x x a+ = +

Пример 1.2.14. ( )3 2 25 5x x x x+ = +

(1.2.15) ( )+ = +3 2 2 2x a x x x a

Пример 1.2.15. ( )+ = +3 25 5x x x x

(1.2.16) ( ) ( )( )3 2x a b x abx x x a x b+ + + = + +

§ 1.2. Формулы разложения многочленов на множители
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Пример 1.2.16. ( )( )3 25 6 2 3x x x x x x+ + = + +

(1.2.17) ( )33 2 2 33 3x ax a x a x a+ + + = +

Пример 1.2.17. ( )33 26 12 8 2x x x x+ + + = +

(1.2.18) ( )( )+ = + − +3 3 2 2x a x a x ax a

Пример 1.2.18. ( )( )+ = + − +3 227 3 3 9x x x x

(1.2.19) ( ) ( )

( )( )
+ − + − − =

= − + + − <

3 2

2 2; 4 0

x p a x q ap x aq

x a x px q p q

Пример 1.2.19. ( )( )+ + + = + + +3 2 23 3 2 2 1x x x x x x

(1.2.20) ( ) ( ) ( )( )− + + + − = − − 23 2 2 22 2x a b x ab b x ab x a x b

Пример 1.2.20. ( )( )23 24 5 2 2 1x x x x x− + − = − −

(1.2.21)
 

( ) ( )
( )( )( )

3 2x a b c x ab bc ca x abc

x a x b x c

− + + + + + − =

= − − −

Пример 1.2.21. ( ) ( )3 21 2 3 2 6 3 6x x x− + + + + + − =

( )( )( )1 2 3x x x= − − −

(1.2.22) ( )( )+ − − = − + + +3 3 2 2 1x x a a x a x ax a

Пример 1.2.22. ( )( )+ − − = − + +3 3 22 2 2 2 5x x x x x
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(1.2.23)
 

( ) ( )( )
+ + − − − =

= − + + + + +

3 2 3 2

2 21 1

x x x a a a

x a x a x a a

Пример 1.2.23. ( )( )3 2 3 2 22 2 2 2 3 7x x x x x x+ + − − − = − + +

Разложения на множители некоторых многочленов 
4-й степени

(1.2.24) ( )4 3 3x ax x x a+ = +

Пример 1.2.24. ( )4 3 35 5x x x x+ = +

(1.2.25) ( )+ = +4 2 2 2 2 2x a x x x a

Пример 1.2.25. ( )+ = +4 2 2 25 5x x x x

(1.2.26) ( )( )+ = + − +4 3 2 2x a x x x a x ax a

Пример 1.2.26. ( )( )+ = + − +4 2125 5 5 25x x x x x x

(1.2.27) ( )( )( )− = − + +4 4 2 2x a x a x a x a

Пример 1.2.27. ( )( )( )− = − + +4 216 2 2 4x x x x

(1.2.28) ( ) ( )( )( )( )− + + = − + − +4 2 2 2 2 2x a b x a b x a x a x b x b

Пример 1.2.28. ( )( )( )( )4 213 36 2 2 3 3x x x x x x− + = − + − +

(1.2.29) ( ) ( )( )+ + + = + +4 2 2 2 2 2 2 2 2 2x a b x a b x a x b

§ 1.2. Формулы разложения многочленов на множители
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Пример 1.2.29.� ( )( )+ + = + +4 2 2 213 36 4 9x x x x

(1.2.30) ( )( )+ + = + + − +4 2 2 4 2 2 2 2x a x a x ax a x ax a

Пример 1.2.30. ( )( )+ + = + + − +4 2 2 21 1 1x x x x x x

(1.2.31) ( )( )+ = − + + +4 4 2 2 2 22 2x a x ax a x ax a

Пример 1.2.31. ( )( )+ = + + − +4 2 21 2 1 2 1x x x x x

(1.2.32)
 

( ) ( )
( )( )( )

4 3 2x a b c x ab bc ca x abcx

x x a x b x c

− + + + + + − =

= − − −

Пример 1.2.32. ( )( )( )4 3 26 11 6 1 2 3x x x x x x x x− + − = − − −

(1.2.33) ( )+ + + + = + +
24 3 2 22 3 2 1 1x x x x x x

(1.2.34) ( )− + − + = − +
24 3 2 22 3 2 1 1x x x x x x

Теорема о подборе корней многочлена 
с целочисленными коэффициентами

Если многочлен

(1.2.35)
 

1 2
1 2 1( ) ... ;n n n

n n n

k

P x x a x a x a x a

a k

− −
−= + + + + +

∈ ∀

имеет целые корни, то они находятся среди делителей свобод-
ного члена na

Пример 1.2.35. ( ) 3 2
3 2 2;P x x x x= − + −  
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( ) ( ) ( ) ( )
3

3 3 3 3

2; äåëèòåëè: 1; 2;

1 0; 1 0; 2 0; 2 0;

1 êîðåíü

a

P P P P

x

= − ± ±

− ≠ = − ≠ ≠

= −

Выделение линейного множителя в многочлене

(1.2.36)
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2
0 1 2 1

0 0 0 1

... ;

0

n n n
n n n

n n n

P x a x a x a x a x a

P x P x a x x Q x

− −
−

−

= + + + + +

= ⇔ = −

Пример 1.2.36. ( )( )− + − = − +3 2 22 2 1 2x x x x x

Разложение многочлена на простейшие множители

Случай n различных действительных корней

(1.2.37)
 

( )( ) ( )

1 2
0 1 2 1

0 1 2

( ) ...

...

n n n
n n n

n

P x a x a x a x a x a

a x x x x x x

− −
−= + + + + + =

= − − −

Пример 1.2.37. ( )( )( )3 2 4 4 1 2 2x x x x x x− − + = − − +

Случай n одинаковых действительных корней

(1.2.38)
 

( )

1 2
0 1 2 1

0 1

( ) ...n n n
n n n

n

P x a x a x a x a x a

a x x

− −
−= + + + + + =

= −

Пример 1.2.38. ( )33 23 3 1 1x x x x+ + + = +

Случай r действительных кратных корней

(1.2.39)

 
( ) ( )

− −
−= + + + + + =

= − − ×

× + + + + ≤ <

− < ∀

1

1

1 2
0 1 2 1

0 1

2 2
1 1

2

( ) ...

...

( ) ...( ) ; 1 ;

4 0

r

s

n n n
n n n

k k
r

m m
s s

i i

P x a x a x a x a x a

a x x x x

x p x q x p x q r n

p q i







§ 1.2. Формулы разложения многочленов на множители
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Пример 1.2.39. ( ) ( )− + − + = − +24 3 2 24 6 8 8 2 2x x x x x x

Случай отсутствия действительных корней

(1.2.40)

 

− −
−= + + + + + =

= + + + + =

− < ∀

1

1 2
0 1 2 1

2 2
0 1 1

2

( ) ...

( ) ...( ) ; 2 ;

4 0

s

n n n
n n n

m m
s s

i i

P x a x a x a x a x a

a x p x q x p x q n m

p q i

Пример 1.2.40. ( )( )+ + = + +4 2 2 23 2 1 2x x x x





§ 1.3. Действия с дробями

Основное свойство дроби

(1.3.1) ; , 0
a c a

b c
b c b

⋅
= ≠

⋅

Пример 1.3.1. 
1 1 32 32
2 2 32 64

⋅
= =

⋅
; 

5 125
6 150
=

Сокращение дробей

(1.3.2) ; , 0
c a a c a

b c
c b b c b
⋅ ⋅

= = ≠
⋅ ⋅

Пример 1.3.2. 
32 1 32 1
64 2 32 2

⋅
= =

⋅
; 

125 5
150 6

=

Сложение и вычитание дробей

(1.3.3) ; , 0
a c ad cb

b d
b d bd

+
+ = ≠

Пример 1.3.3.� 
1 2 1 3 2 2 7 1

1
2 3 2 3 6 6

⋅ + ⋅
+ = = =

⋅

(1.3.4) ; , 0
a c ad cb

b d
b d bd

−
− = ≠
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Пример 1.3.4. 
1 2 1 3 2 2 1
2 3 2 3 6

⋅ − ⋅
− = = −

⋅

(1.3.5) ; 0
a c a c

b
b b b

±
± = ≠

Пример 1.3.5. 
1 2 1 2 3 1
12 12 12 12 4

+
+ = = =

(1.3.6) ; , , 0
a c ad cb

b d e
be de bde

±
± = ≠

Пример 1.3.6. 
1 2 1 2 1 3 2 2 7
20 30 2 10 3 10 2 3 10 60

⋅ + ⋅
+ = + = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

(1.3.7) ; 0
a c a c

b
b b b
±

= ± ≠

Пример 1.3.7. 
1 5 1 5
12 12 12
−

= −

Умножение дробей

(1.3.8) ; , 0
a c a c

b d
b d b d

⋅
⋅ = ≠

⋅

Пример 1.3.8. 
1 3 1 3 3
2 4 2 4 8

⋅
⋅ = =

⋅
; 

3 11 33
10 100 1000

⋅ =

Деление дробей

(1.3.9) = = ⋅ = ≠: ; , , 0
a
b
c
d

a c a d ad
b c d

b d b c bc

Пример 1.3.9. 
1 2 1 3 1 3 3

:
2 3 2 2 2 2 4

⋅
= ⋅ = =

⋅
; = ⋅ =

4
5
6
7

4 7 14
5 6 15
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Умножение дроби на число и числа на дробь

(1.3.10) ; 0
a a c a

c c b
b b b

⋅
⋅ = ⋅ = ≠

Пример 1.3.10. 
1 1 2 1

2
22 22 11

⋅
⋅ = = ;

4 4
1

5 5
⋅ = ;

4
0 0

5
⋅ =

(1.3.11) ( ) ( )1 1 ; 0
a a a a a

b
b b b b b

−
⋅ − = − ⋅ = = = − ≠

−

Пример 1.3.11. ( ) ( )1 1 1 1 1
1 1

2 2 2 2 2
−

− ⋅ = ⋅ − = = = −
−

Деление дроби на число и числа на дробь

(1.3.12) = = ≠: ; , 0
a
ba a

c b c
b c bc

Пример 1.3.12. 
( )

= = = −
− ⋅ − −

4
5 4 4 2
2 5 2 10 5

;  
1 1

: 1
11 11

=

(1.3.13) = = ⋅ = ≠: ; , 0a
b

a c b cb
c c a b

b a a

Пример 1.3.13. 
3 4 5 20 2

4 : 6
5 3 3 3

⋅
= = = ; = −

− 17
7

2 14
17

(1.3.14) = = ≠
1

1 : ; , 0a
b

a b
a b

b a

Пример 1.3.14. = =3
5

3 1 5
1 :

5 3
; =1

2

1
2

§ 1.3. Действия с дробями



§ 1.4. Средние величины. 
Пропорции. Проценты

Среднее арифметическое

(1.4.1) 1 2 3 ... n
a

a a a a
m

n

+ + + +
=

Пример 1.4.1а. 
1 2 1

1
2 2am
+

= =

Пример 1.4.1б. 
1 2 3

2
3am

+ +
= =

Среднее геометрическое

(1.4.2) 1 2 3 ... ; 0n
g n km a a a a a k= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ∀

Пример 1.4.2а. 2 1 2 2gm = ⋅ =

Пример 1.4.2б. 3 31 2 3 6gm = ⋅ ⋅ =

Среднее гармоническое

(1.4.3) 
+ + + +

= > ∀

1 2 3

1 1 1 1
...

; 0

n

h k

a a a a

n
m a k

Пример 1.4.3а. 
+

= = =1 1
1 2

2 4 1
1

3 3hm
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Пример 1.4.3б. 
+ +

= = =1 1 1
1 2 3

3 18 7
1

11 11hm

Неравенства для средних величин

(1.4.4) Åñëè 0 , òîk a g ha k m m m> ∀ ≥ ≥

Пример 1.4.4. 3 7
2 6 1

11
≥ ≥

(1.4.5) 
2

; , 0
2

a b ab
ab a b

a b
+

≥ ≥ >
+

Пример 1.4.5. 
1 1

1 2 1
2 3
≥ ≥

Пропорции

(1.4.6) ; , , , 0
a c

ad bc a b c d
b d
= ⇔ = ≠  — основное свойство

пропорции

Пример 1.4.6. 
1 10

1 20 2 10
2 20
= ⇔ ⋅ = ⋅

(1.4.7) 
a c a b b d c d
b d c d a c a b
= ⇔ = ⇔ = ⇔ =

Пример 1.4.7. 
1 10 1 2 2 20 10 20
2 20 10 20 1 10 1 2
= ⇔ = ⇔ = ⇔ =

Нахождение неизвестных членов пропорции

(1.4.8) 
x c bc

x
b d d
= ⇔ =

Пример 1.4.8. 
3 2 3 6

2 7 7 7
x

x
⋅

= ⇔ = =



§ 1.4. Средние величины. Пропорции. Проценты



36 Часть 1. Формулы и примеры

(1.4.9) 
a c ad

x
x d c
= ⇔ =

Пример 1.4.9. 
2 4 2 7 7

7 4 2
x

x
⋅

= ⇔ = =

(1.4.10) 
a x ad

x
b d b
= ⇔ =

Пример 1.4.10. 
1 1 4

2
2 4 2

x
x

⋅
= ⇔ = =

(1.4.11) 
a c bc

x
b x a
= ⇔ =

Пример 1.4.11. 
2 1 1 3 3
3 2 2

x
x

− ⋅
= ⇔ = = −

−

Производные пропорции

(1.4.12) 
a c a b c d
b d b d

± ±
= ⇔ =

Пример 1.4.12. 
1 3 1 2 3 6
2 6 2 6

± ±
= ⇔ =

(1.4.13) 
a c a b c d
b d a c

± ±
= ⇔ =

Пример 1.4.13. 
1 3 1 2 3 6
2 6 1 3

± ±
= ⇔ =

(1.4.14) 
a c a b c d
b d a b c d

+ +
= ⇔ =

− −

Пример 1.4.14. 
1 3 1 2 3 6
2 6 1 2 3 6

+ +
= ⇔ =

− −


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(1.4.15) 
a c a a c c
b d b b d d

+
= ⇔ = =

+

Пример 1.4.15. 
1 3 1 1 3 3
2 6 2 2 6 6

+
= ⇔ = =

+

Проценты

(1.4.16) 0,01 (1% îò ÷èñëà )
100
a

a a=

Пример 1.4.16. 
2

0,02 (1% îò ÷èñëà 2)
100

=

(1.4.17) 0,01 ( % îò ÷èñëà )
100
a

x ax x a⋅ =

Пример 1.4.17. 
2

5 0,1 (5% îò ÷èñëà 2)
100

⋅ =

(1.4.18) 
100

( ñîñòàâëÿåò % îò ÷èñëà )
100

a x a
x a x b

b b
= ⇔ =

Пример 1.4.18. 
3 100 3

30
10 100 10

x
x

⋅
= ⇔ = =

(3 ñîñòàâëÿåò 30% îò ÷èñëà 10)

§ 1.4. Средние величины. Пропорции. Проценты



§ 1.5. Модуль (абсолютная 
величина)

Определение модуля числа

(1.5.1) 
, åñëè 0

, åñëè 0

a a
a

a a

≥
= − <

Пример 1.5.1а. 4 4= ; 0 0=

Пример 1.5.1б. ( )1 2 1 2 2 1− = − − = −

Раскрытие модуля функции

(1.5.2) ( )
( ) ( )
( ) ( )

, åñëè 0

, åñëè 0

f x f x
f x

f x f x

 ≥= 
− <

Пример 1.5.2а. 
( )

1, åñëè 1
1

1 , åñëè 1

x x
x

x x

− ≥− = − − <

Пример 1.5.2б. 2 21 1x x+ = +

Свойства модуля

(1.5.3) 0a ≥

Пример 1.5.3. 1 0≥ ; 1 0− ≥ ; 0 0≥
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(1.5.4) a a≥

Пример 1.5.4. 2 2≥ ; 2 2− ≥ −

(1.5.5) 0 0a a= ⇔ =

(1.5.6) a a≥ −

Пример 1.5.6. 3 3≥ − ; − ≥3 3

(1.5.7) a a− =

Пример 1.5.7. 3 3− = ; ( )3 3− − =

(1.5.8) a b a b+ ≤ +

Пример 1.5.8. 2 3 2 3+ ≤ + ; ( )2 3 2 3+ − ≤ + −

(1.5.9) 0a b a b a b+ = + ⇔ ⋅ ≥

Пример 1.5.9. 3 5 3 5+ = + ; ( ) ( )3 5 3 5− + − = − + −

(1.5.10) a b a b− ≥ −

Пример 1.5.10. 3 5 3 5− ≥ − ; 3 5 3 5− − ≥ − −

(1.5.11) 22 2a a a= =

Пример 1.5.11. 22 25 5 5= = ; ( ) ( )2 2 25 5 5− = − = −

(1.5.12) a b a b⋅ = ⋅

Пример 1.5.12. 2 6 2 6⋅ = ⋅ ; ( )2 6 2 6− ⋅ = − ⋅

§ 1.5. Модуль (абсолютная величина)
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(1.5.13) ; 0
aa

b
b b
= ≠

Пример 1.5.13. 
33

2 2
=

− −
; 

00
0

2 2
= =

− −

(1.5.14) 
1 1

; 0b
b b
= ≠

Пример 1.5.14. 
1 1
2 2
= ; 

1 1
2 2
=

− −

(1.5.15) 
a b

a b a b
a b

=
= ⇔ = ± ⇔  = −

Пример 1.5.15. 4 4a a= ⇔ = ± ; 4 4a a= − ⇔ = ±

(1.5.16) 
0

0 0
0

a
a b a b

b

=
+ = ⇔ = = ⇔  =



§ 1.6. Степени и корни. 
Логарифмы

Степени с натуральным, целым и рациональным 
показателем. Арифметический корень

, ; ,n k a b∈ ∈  

(1.6.1) ... ; ìíîæèòåëåé, 2na a a a n n= ⋅ ⋅ ⋅ ≥  — степень числа с натураль-
ным показателем

Пример 1.6.1. ( )32 2 20 0; 1 1; 2 4; 2 8= = = − = −

(1.6.2) 1a a=

Пример 1.6.2. 10 0= ; 11 1= ; ( )12 2− = −

(1.6.3) 0 1; 0a a= ≠  — «нулевая» степень числа

Пример 1.6.3а. 03 1= ; ( )04 1− =

Пример 1.6.3б. 00  — не существует

(1.6.4) 
1

; 0n
n

a a
a

− = ≠  — отрицательная целая степень числа

Пример 1.6.4а. 2
2

1
1 1

1
− = = ; 3 1

2
8

− =
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Пример 1.6.4б. 30−  — не существует

(1.6.5) 1 1
; 0a a

a
− = ≠

Пример 1.6.5. 11 1− = ; 1 1
2

2
− = ; 

11
2

2

−
  = 
 

(1.6.6) ; 0; 2 ; 0nn a b a n b a b= ≥ ≥ ⇔ = ≥  — арифметический корень

Пример 1.6.6а. 33 8 2 2 8= ⇔ = ; 4 0 0= ; 5 1 1=

Пример 1.6.6б. 4 8− – не существует

(1.6.7) 2 a a≡  — квадратный корень

Пример 1.6.7а. 2 16 16 4= = ; 0 0= ; 1 1=

Пример 1.6.7б. 16− – не существует

(1.6.8) ; 0; 2
k

n kna a a n= ≥ ≥  — положительная дробная степень неот-
рицательного числа

Пример 1.6.8. 
2

3 2 338 8 64 4= = = ; 
2

3 230 0 0= =

(1.6.9) 
1 1

; 0; 2
k
n

k n k
n

a a n
a

a

−
= = > ≥  — отрицательная дробная степень 

положительного числа

Пример 1.6.9. 
2
3

33 2

1 1 1
8

4648

−
= = =
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(1.6.10) 
1

; 0; 2nna a a n= ≥ ≥

Пример 1.6.10. 
1
29 9 3= = ; 

1
330,001 0,001 0,1= =

(1.6.11) ; 0; 2;
m

n mna a a n m= > ≥ ∈  — рациональная степень положи-
тельного числа

Пример 1.6.11а. 
3

4 3 443 3 27= =

Пример 1.6.11б. 
3

4 34 44
3

1 1
3 3

273

− −= = =

(1.6.12) ; 0; 2;
m m k
n n ka a a n m

⋅
⋅= > ≥ ∈

Пример 1.6.12. 
3 12 6
4 16 83 3 3= =

Свойства корней

Корни n-й степени

, , ; 0, 0, 0; , , ; 2a b c a b c n k m n∈ ≥ ≥ > ∈ ≥  

(1.6.13) ( )nn a a=

Пример 1.6.13. ( )33 4 4=

(1.6.14) n na a=

Пример 1.6.14. 3 34 4=



§ 1.6. Степени и корни. Логарифмы
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(1.6.15) n n na b a b⋅ = ⋅

Пример 1.6.15. 25 81 25 81 5 9 45⋅ = ⋅ = ⋅ =

(1.6.16) 
n

n
n

a a
c c
=

Пример 1.6.16. 
3

3
3

27 27 3
125 5125

= =

(1.6.17) ( )k n kn a a=

Пример 1.6.17. ( )2 3 23 32 2 4= = ; ( )24 42 4=

(1.6.18) kn k na a=

Пример 1.6.18. 9 3 32 2= ; 6 32 2= ; 6 2 32 2=

(1.6.19) ; 2k n kna a k= ≥

Пример 1.6.19. 3 2 62 2= ; 2 2 42 2=

(1.6.20) mn nmk ka a=

Пример 1.6.20. 6 36 8 2 2= = ; 6 26 316 4 4= =

(1.6.21) ; 2nk n kn ka a a k+⋅ = ≥

Пример 1.6.21. 6 533 3 3⋅ =

(1.6.22) ; 2
n

nk k n
k

a
a k

a
−= ≥
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Пример 1.6.22. 
3

6 1 6
2 1

2
22

−= = ; 6
3

3
3

3
=

(1.6.23) n n na b a b⋅ = ⋅  — вынесение множителя из-под знака корня 
(см. также (1.6.35), (1.6.43))

Пример 1.6.23. 2 2250 5 10 5 10 5 10= ⋅ = ⋅ =

(1.6.24) n nna b a b⋅ = ⋅  — внесение множителя под знак корня (см. 
также (1.6.36), (1.6.44))

Пример 1.6.24а. 2 25 10 5 10 5 10 250= ⋅ = ⋅ =

Пример 1.6.24б.� ( )5 10 5 10 250− = − = −

Корни нечетной степени

, , ; 0; , ,a b c c n k m∈ ≠ ∈  

(1.6.25) ( )2 12 1 nn a a
++ =

Пример 1.6.25. ( )55 3 3= ; ( )33 4 4− = −

(1.6.26) 2 1 2 1n na a+ + =

Пример 1.6.26. 5 55 243 3 3= = ; ( )33 364 4 4− = − = −

(1.6.27) 2 1 2 1n na a+ +− = −

Пример 1.6.27. 3 327 27 3− = − = −



§ 1.6. Степени и корни. Логарифмы
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(1.6.28) 2 1 2 1 2 1n n na b a b+ + +⋅ = ⋅

Пример 1.6.28. ( ) ( ) 33 38 125 8 125 2 5 10− ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = −

(1.6.29) 
2 1

2 1
2 1

+
+

+
=

n
n

n

a a

b b

Пример 1.6.29. 
3

3
3

8 8 2
125 5125

− −
= = −

(1.6.30) ( ) = 2 12 1 k nn ka a++

Пример 1.6.30. ( ) =
23 33 9-

(1.6.31) 
( )( )2 1 2 1 2 1 2 1k n k na a

− + − +=

Пример 1.6.31. ( )3 3 39 3 3 3− = − = −

(1.6.32) 
( )( )2 1 2 12 1 2 1 k nk n a a

+ ++ + =

Пример 1.6.32. ( ) ( ) 153 5 152 2 2− = − = −

(1.6.33) ( )( )( )( )2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1k n k m n ma a
− + − − + −=

Пример 1.6.33. ( ) ( ) ( )3 31 39 3 3 32 2 2 2⋅⋅− = − = − = −

(1.6.34) ( )( )( )2 1 2 1 2 1 2 2 1 2k n k m n ma a
− + − +=

Пример 1.6.34. ( ) ( ) ( )6 3 2 2 39 3 3 32 2 2 4⋅⋅− = − = − =



47

(1.6.35) 2 1 2 1 2 1n n na b a b+ + +⋅ = ⋅  — вынесение множителя из-под знака 
корня

Пример 1.6.35. ( ) ( )3 3 3 33 32 25 2 25 2 25− ⋅ = − ⋅ = − ⋅

(1.6.36) 2 1 2 12 1 n nna b a b+ ++⋅ = ⋅  — внесение множителя под знак корня

Пример 1.6.36. 3 33 33 32 25 2 25 2 25− ⋅ = − ⋅ = − ⋅

Корни четной степени

, , ; , ,a b c n k m∈ ∈  

(1.6.37) 2 2n na a=

Пример 1.6.37. 4 44 16 2 2= = ; ( )44 2 2− =

(1.6.38) 2a a=

Пример 1.6.38. 2121 11 11= = ; ( )211 11− =

(1.6.39) 2 2 22 2 ; 0, 0n n nn na b a b a b a b⋅ = ⋅ = − ⋅ − ≤ ≤

Пример 1.6.39. ( ) ( )4 25 4 25 2 5 10− ⋅ − = ⋅ = ⋅ =

(1.6.40) 
2 2

2
22

; 0, 0
n n

n
nn

aa a
a c

c cc

−
= = ≤ <

−

Пример 1.6.40. 
4 4 2
25 525

−
= =

−



§ 1.6. Степени и корни. Логарифмы
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(1.6.41) ( ) 2 12 2 2 1 mkn k m na a
−− =

Пример 1.6.41. ( )24 2 2 2− = − = ; ( )2 36 32 2 2− = − =

(1.6.42) 2 2 2 2kn nk m ma a⋅ =

Пример 1.6.42. ( ) ( )4 2 36 32 2 4− = − =

(1.6.43) 2 2 2 ; 0n n na b a b b⋅ = ⋅ ≥  — вынесение множителя из-под знака 
корня

Пример 1.6.43. 2 2250 5 10 5 10 5 10= ⋅ = ⋅ =

(1.6.44) 2 22 ; 0n nna b a b b± ⋅ = ± ⋅ ≥  — внесение множителя под знак 
корня

Пример 1.6.44. 25 3 5 3 75= ⋅ = ;  25 3 5 3 75− = − ⋅ = −

Освобождение от иррациональности в знаменателе

(1.6.45) 
1

; 0
a

a
aa

= >

Пример 1.6.45. 
1 1 2 2

22 2 2

⋅
= =

⋅

(1.6.46) 
3 2

3

1
; 0

a
a

aa
= >

Пример 1.6.46. 
3 2 3

3 3 23

1 1 2 4
22 2 2

⋅
= =

⋅
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(1.6.4���7) 
1

; 0; 0;
a b

a b a b
a ba b

−
= ≥ ≥ ≠

−+

Пример 1.6.4���7��. 
( )

( )( )
−

= = −
+ + −

1 2 11
2 1

2 1 2 1 2 1

×

(1.6.����48) 
1

; 0; 0;
a b

a b a b
a ba b

+
= ≥ ≥ ≠

−−

Пример 1.6.����48��. 
( )

( )( )
+ +

= =
− − +

1 3 11 3 1
23 1 3 1 3 1

×

(1.6.����49) 
3 32 23

3 3

1
; 0

a ab b
a b

a ba b

− +
= + ≠

++

Пример 1.6.����49��. 
( )

( ) ( )
− + − +

= =
+ + − +

3 3 3 3

3 3 3 3

1 4 2 11 4 2 1
32 1 2 1 4 2 1

×

×

(1.6.5���0) 
3 32 23

3 3

1
;

a ab b
a b

a ba b

+ +
= ≠

−−

Пример 1.6.5���0��.� 
( )

( ) ( )
+ +

= = + +
− − + +

3 3
3 3

3 3 3 3

1 4 2 11
4 2 1

2 1 2 1 4 2 1

×

×

(1.6.5���1) 
3 3

3 32 23

1
;

a b
a b

a ba ab b

−
= ≠

−+ +

Пример 1.6.5���1��. 
3 3 3

1

9 6 4
=

+ +

( )
( )( )

−
= = −

+ + −

33
33

33 2 2 33 3

1 3 2
3 2

3 3 2 2 3 2

×

× ×

§ 1.6. Степени и корни. Логарифмы
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(1.6.5���2) 
3 3

3 32 23

1
; 0

a b
a b

a ba ab b

+
= + ≠

+− +

Пример 1.6.5���2��. 
3 3 3

1

9 6 4
=

− +

 
( )

( )( )
+ +

= =
− + +

33 33

33 2 2 33 3

1 3 2 3 2
53 3 2 2 3 2

×

× ×

Свойства степени с действительным показателем

, , , ; 0, 0a b x y a b∈ > > 

(1.6.53) x y x ya a a +⋅ =

Пример 1.6.53. 2 3 2 3 52 2 2 2+⋅ = = ; 
1 1 5

22 2 2 22 2 2 2
+

⋅ = =

(1.6.54) 
x

x y
y

a
a

a
−=

Пример 1.6.54. 
4

4 5 1
5

3 1
3 3

33
− −= = = ; 

1
1 2 12
2 3 6

2
3

3
3 3

3

− −
= =

(1.6.55) ( )x x xab a b= ⋅

Пример 1.6.55. ( )2 2 24 8 4 8⋅ = ⋅ ; ( )
1 11
2 224 8 4 8⋅ = ⋅

(1.6.56) 
x x

x

a a
b b

  = 
 

Пример 1.6.56. 
3 3

3

3 3 27
5 1255

  = = 
 

; 

11
33

1
3

3 3
5

5

  = 
 
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(1.6.57) ( ) =
yx x ya a

Пример 1.6.57а. ( ) ( )= = =
3 2 32 6 1

2 2 2
64

- × - -

Пример 1.6.5����7���б. 

3
1 1 3 34
2 2 4 82 2 2

⋅ 
  = =
 
 

Свойства логарифмов

, , , ; 0, 0, 1, 1; 0, 0a b x y a b a b x y∈ > > ≠ ≠ > > 

(1.6.58) loga xa x=  — основное логарифмическое тождество

Пример 1.6.58. 2log 32 3=

(1.6.59) log 1a a =

Пример 1.6.59. 4log 4 1=

(1.6.60) log 1 0a =

Пример 1.6.60. 5log 1 0=

(1.6.61) ( )log log loga a ax y x y⋅ = +

Пример 1.6.61. ( )2 2 2 2log 15 log 3 5 log 3 log 5= ⋅ = +

(1.6.62) log log loga a a
x

x y
y
= −

Пример 1.6.62. 2 2 2
3

log log 3 log 5
5
= −

§ 1.6. Степени и корни. Логарифмы
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(1.6.63) 
log

log
log

b
a

b

x
x

a
=  — переход к новому основанию

Пример 1.6.63. 5
2

5

log 3
log 3

log 2
=

(1.6.64) 
1

log
loga

b

b
a

=

Пример 1.6.64. 2
3

1
log 3

log 2
=

(1.6.65) log log ; , , 0aa
x xβ
α α
= ⋅ α β∈ β ≠
β



Пример 1.6.65. 5
3

22

3
log 3 log 3

5
= ⋅

(1.6.66) log log ;a ax xα = α ⋅ α ∈

Пример 1.6.66. 3
2 2log 3 3 log 3=

(1.6.67) 
1

log log ; 0aa
x xβ = ⋅ β ≠

β

Пример 1.6.67. 22
log 3 2 log 3=

(1.6.����68) log log ; 0aa
x xα
α = α ≠

Пример 1.6.����68��. 22
log 3 log 3=

(1.6.����69) log log ; , , 0; 1b bc aa c a b c b= > ≠

Пример 1.6.����69��. 3 3log 4 log 22 4=
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(1.6.7���0) 10log lg ; log lnex x x x≡ ≡

, , ; 0, 1a x y a a∈ > ≠ 

(1.6.71) 2log 2 log ; 0;m
a ax m x x m= ⋅ ≠ ∈

Пример 1.6.71. ( )22 2log 3 2 log 3− =

(1.6.72) ( )log log log ; 0, 0a a ax y x y x y⋅ = + < <

Пример 1.6.72. ( ) ( )( )− − = +2 2 2log 3 5 log 3 log 5×

(1.6.73) log log log ; 0, 0a a a
x

x y x y
y
= − < <

Пример 1.6.73. 2 2 2
3

log log 3 log 5
5
−  = − − 

§ 1.6. Степени и корни. Логарифмы



§ 1.7. Тригонометрические 
формулы

При использовании формул, содержащих тангенсы и котан-
генсы, необходимо учитывать вид областей определения левой 
и правой частей формулы

Основные тождества

(1.7.1) 2 2sin cos 1α + α =  — основное тригонометрическое тождество

(1.7.2) 
sin

tg ; ,
cos 2

x n n
α π

α = ≠ + π ∈
α



(1.7.3) 
1 cos

ctg ; ,
tg sin

x n n
α

α = = ≠ π ∈
α α



(1.7.4) tg ctg 1; ,
2
n

x n
π

α ⋅ α = ≠ ∈

(1.7.5) 2
2

1
1 tg ; ,

2cos
x n n

π
+ α = ≠ + π ∈

α


(1.7.6) 2
2

1
1 ctg ; ,

sin
x n n+ α = ≠ π ∈

α


Области определения и множества значений

(1.7.7)  ( ) [ ]sin : ; ; 1;1y x x y= ∈ −∞ ∞ ∈ −
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(1.7.8)  ( ) [ ]cos : ; ; 1;1y x x y= ∈ −∞ ∞ ∈ −

(1.7.9)  ( )tg : , ; ;
2

y x x n n y
π

= ≠ + π ∈ ∈ −∞ ∞

(1.7.10) ( )ctg : , ; ;y x x n n y= ≠ π ∈ ∈ −∞ ∞

Свойство периодичности (Т — наименьший 
положительный период)

(1.7.11) ( )sin 2 sin ; ; 2k k Tα + π = α ∈ = π

(1.7.12) ( )cos 2 cos ; ; 2k k Tα + π = α ∈ = π

(1.7.13) ( )tg tg ; ;k k Tα + π = α ∈ = π

(1.7.14) ( )ctg ctg ; ;k k Tα + π = α ∈ = π

Свойства четности и нечетности

(1.7.15) ( )sin sin−α = − α

(1.7.16) ( )cos cos−α = α

(1.7.17) ( )tg tg−α = − α

(1.7.18) ( )ctg ctg−α = − α

Формулы сложения

(1.7.19) ( )sin sin cos cos sinα ± β = α β ± α β

Пример 1.7.19. sin 75 sin 30 cos 45 cos 30 sin 45= +    

§ 1.7. Тригонометрические формулы
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(1.7.20) ( )cos cos cos sin sinα ± β = α β α β

Пример 1.7.20. cos75 cos 30 cos 45 sin 30 sin 45= −    

(1.7.21) ( ) tg tg
tg

1 tg tg
α ± β

α ± β =
α β

Пример 1.7.21. 
tg 30 tg 45

tg 75
1 tg 30 tg 45

+
=

−

 



 

Формулы кратных углов

(1.7.22) sin 2 2sin cosα = α α

Пример 1.7.22. 
2

sin 2sin cos
4 8 8 2
π π π
= =

(1.7.23) 2 2 2 2cos2 cos sin 2cos 1 1 2sinα = α − α = α − = − α

Пример 1.7.23. 2 2 2 2
cos cos sin 2cos 1

4 8 8 8 2
π π π π
= − = − =

(1.7.24) 
2

2 tg
tg 2

1 tg

α
α =

− α

Пример 1.7.24. π

π
π
= =

− 2
8

2 tg
8tg 1

4 1 tg

(1.7.25) 3sin 3 3sin 4 sinα = α − α

Пример 1.7.25. 3sin 30 3sin10 4sin 10= −  

(1.7.26) 3cos 3 4 cos 3cosα = α − α

Пример 1.7.26. 3cos 30 4 cos 10 3cos10= −  
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(1.7.27) 
3

2

3 tg tg
tg 3

1 3 tg

α − α
α =

− α

Пример 1.7.27. 
3

2

3 tg10 tg 10
tg 30

1 3 tg 10

−
=

−

 





Формулы половинных углов и понижения степени

(1.7.28) 2 1 cos
sin

2 2
α − α  = 

 
 — формула понижения степени

Пример 1.7.28. 2 3
2sin 15 1 cos 30 1

2
= − = − 

(1.7.29) 2 1 cos
cos

2 2
α + α  = 

 
 — формула понижения степени

Пример 1.7.29. 2 3
2cos 15 1 cos 30 1

2
= + = + 

(1.7.30) 
sin 1 cos

tg
2 1 cos sin
α α − α  = =  + α α 

Пример 1.7.30. 
sin 30 1 cos 30

tg15 2 3
1 cos 30 sin 30

−
= = = −

+

 



 

Формулы преобразования суммы в произведение

(1.7.31) sin sin 2sin cos
2 2

α ± β α β
α ± β =



(1.7.32) cos cos 2cos cos
2 2

α + β α − β
α + β =

(1.7.33) cos cos 2sin sin
2 2

α + β α − β
α − β = −

§ 1.7. Тригонометрические формулы
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(1.7.34) 
( )sin

tg tg
cos cos

α ± β
α ± β =

α β

Формулы преобразования произведения в сумму

(1.7.35) ( ) ( )1
sin sin cos cos

2
 α β = α − β − α + β 

(1.7.36) ( ) ( )1
cos cos cos cos

2
 α β = α − β + α + β 

(1.7.37) ( ) ( )1
sin cos sin sin

2
 α β = α − β + α + β 

Выражение функций через тангенс половинного угла

(1.7.38) 
 α
 
 
 α
 
 

α =
+

2
2

2

2 tg
sin

1 tg

(1.7.39) 
 α
 
 
 α
 
 

−
α =

+

2
2

2
2

1 tg
cos

1 tg

(1.7.40) 
 α
 
 
 α
 
 

α =
−

2
2

2

2 tg
tg

1 tg

Формулы приведения

(1.7.41) sin cos
2
π ± α = α 

 

(1.7.42) ( )sin sinπ ± α = α

(1.7.43) 
3

sin cos
2
π ± α = − α 

 
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(1.7.44) ( )sin 2 sinπ ± α = ± α

(1.7.45) cos sin
2
π ± α = α 

 


(1.7.46) ( )cos cosπ ± α = − α

(1.7.47) 
3

cos sin
2
π ± α = ± α 

 

(1.7.48) ( )cos 2 cosπ ± α = α

(1.7.49) tg ctg
2

π ± α = α 
 



(1.7.50) ( )tg tgπ±α = ± α

(1.7.51) 
3

tg ctg
2

π ± α = α 
 



(1.7.52) ( )tg 2 tgπ±α = ± α

Обратные тригонометрические функции

Арксинус

(1.7.53) ( )− ≤ ≤ = ≤arcsin , sin arcsin , | | 1
2 2

a a a a
π π

(1.7.54) ( )arcsin sin ,
2 2

x x x
π π

= − ≤ ≤

(1.7.55) arcsin ; sin
2

x a a x a
π

= ≤ ⇔ =

(1.7.56) arcsin ;
2

x a a
π

= > ⇔ ∅



§ 1.7. Тригонометрические формулы
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(1.7.57) arcsin ; 1 sin
2 2

x a a x a
π π

< − ≤ ≤ ⇔ − ≤ <

(1.7.58) arcsin ; sin 1
2 2

x a a a x
π π

> − < < ⇔ < ≤

Арккосинус

(1.7.59) ( )0 arccos , cos arccos , | | 1a a a a≤ ≤ π = ≤

(1.7.60) ( )arccos cos , 0x x x= ≤ ≤ π

(1.7.61) arccos ; 0 cosx a a x a= ≤ ≤ π ⇔ =

(1.7.62) [ ]arccos ; 0;x a a= ∉ π ⇔ ∅

(1.7.63) arccos ; 0 cos 1x a a a x< < ≤ π ⇔ < ≤

(1.7.64) arccos ; 0 1 cosx a a x a> < < π ⇔ − ≤ <

Арктангенс

(1.7.65) ( )π π
− < < = ∈arctg , tg arctg ;

2 2
a a a a

(1.7.66) ( ) π π
= − < <arctg tg ,

2 2
x x x

(1.7.67) 
π

= < ⇔ =arctg , tg
2

x a a x a

(1.7.68) 
π

= ≥ ⇔ ∅arctg ,
2

x a a

(1.7.69) 
π π

< − < < ⇔ −∞ < <arctg , tg
2 2

x a a x a

(1.7.70) 
π π

> − < < ⇔ < < +∞arctg , tg
2 2

x a a a x




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Арккотангенс

(1.7.71) ( )< < π = ∈0 arcctg , ctg arcctg ;a a a a

(1.7.72) ( ) = < <arcctg ctg , 0x x x π

(1.7.73) = < < π ⇔ =arcctg , 0 ctgx a a x a

(1.7.74) ( )= ∉ ⇔ ∅arcctg , 0;x a a π

(1.7.75) < < < ⇔ < < +∞arcctg , 0 ctgx a a a xπ

(1.7.76) > < < ⇔ −∞ < <arcctg , 0 ctgx a a x aπ

Свойства обратных тригонометричских функций

(1.7.77) ( )arcsin arcsin , | | 1a a a− = − ≤

(1.7.78) ( )arccos arccos , | | 1a a a− = π − ≤

(1.7.79) ( )arctg arctg ,a a a− = − ∈

(1.7.80) ( )arcctg arcctg ,a a a− = π − ∈

(1.7.81) arcsin arccos , | | 1
2

a a a
π

+ = ≤

(1.7.82) arctg arcctg ,
2

a a a
π

+ = ∈

Дополнительные тригонометрические тождества

(1.7.83) ( ) ( )2 2sin sin sin sinα − β = α + β α − β

(1.7.84) ( ) ( )2 2cos cos sin sinα − β = α + β β − α

(1.7.85) ( ) ( )2 2cos sin cos cosα − β = α + β α − β





§ 1.7. Тригонометрические формулы
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(1.7.86) sin cos 2 sin
4
π α ± α = α ± 

 

(1.7.87) 4 4cos sin cos2α − α = α

(1.7.88) 4 4 2 2cos sin 1 2sin cosα + α = − α α

(1.7.89) ( ) 2sin arccos 1 , | | 1x x x= − ≤

(1.7.90) ( )
2

sin arctg
1

x
x

x
=

+

(1.7.91) ( )
2

1
sin arcctg

1
x

x
=

+

(1.7.92) ( ) 2cos arcsin 1 , | | 1x x x= − ≤

(1.7.93) ( )
2

1
cos arctg

1
x

x
=

+

(1.7.94) ( )
2

cos arcctg
1

x
x

x
=

+

(1.7.95) ( )
2

tg arcsin ; 1
1

x
x x

x
= <

−

(1.7.96) ( )
21

tg arccos ; 1, 0
x

x x x
x
−

= ≤ ≠

(1.7.97) ( ) 1
tg arcctg ; 0x x

x
= ≠

(1.7.98) ( )
21

ctg arcsin ; 1, 0
x

x x x
x
−

= ≤ ≠

(1.7.99) ( )
2

ctg arccos ; 1
1

x
x x

x
= <

−
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(1.7.100) ( ) 1
ctg arctg ; 0x x

x
= ≠

Связь радианной и градусной мер угла

(1.7.101) = π ≈360 2 6,2832 радиана радиана

(1.7.102) 1 ðàäèàíà 0,0175 ðàäèàíà
180
π

= ≈

(1.7.103) ðàäèàíà 0,0175 ðàäèàíà
180

x x x
π

= ⋅ ≈ ⋅

Пример 1.7.103. 
10

10 ðàäèàíà 0,175 ðàäèàíà
180 18
⋅ π π

= = ≈

(1.7.104) 
180

1 ðàäèàí 57,2958= ≈
π





(1.7.105) 
180

ðàäèàí 57,2958x x x= ⋅ ≈ ⋅
π





Пример 1.7.105. 
5 5 180

ðàäèàí 225
4 4
π π ⋅

= =
⋅ π





Таблица знаков тригонометрических функций

Функция
Четверть

I II III IV

(1.7.1���06�) sinα + + – –

(1.7.1���07�) cosα + – – +

(1.7.1���08�) tgα + – + –

(1.7.1���09�) ctgα + – + –

§ 1.7. Тригонометрические формулы
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Таблица некоторых значений тригонометрических 
функций

α α sinα cosα tgα ctgα

(1.7.����110�) 0 0 0 1 0 –

(1.7.����111�)
12
π 15

3 1

2 2

− 3 1

2 2

+
2 3− 2 3+

(1.7.����112)
6
π

30 1
2

3
2

1

3 3

(1.7.����113�)
4
π

45
2
2

2
2

1 1

(1.7.����114�)
3
π

60
3

2

1
2

3
1

3

(1.7.����115)
2
π

90 1 0 – 0

(1.7.1���16�) π 180 0 1− 0 –

(1.7.1���17�)
3
2
π

270 1− 0 – 0

(1.7.1���18�) 2π 360 0 1 0 –

α α sinα cosα tgα ctgα
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Таблица некоторых значений обратных 
тригонометрических функций

a arcsin a arccosa

(1.7.����119�) 0 0
2
π

(1.7.����1���20) 1
2
π

0

(1.7.����1���21)
1
2 6

π
3
π

(1.7.����1���22) 2
2 4

π
4
π

(1.7.����1���23) 3
2 3

π
6
π

(1.7.����1���24)
1
2

−
6
π

−
2
3
π

(1.7.����1���25) 2
2

−
4
π

−
3
4
π

(1.7.����1���26) 3
2

−
3
π

−
5
6
π

a arcsin a arccosa

§ 1.7. Тригонометрические формулы
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Таблица некоторых значений обратных 
тригонометрических функций (продолжение)

a arctg a arcctg a

(1.7.����1���27) 0 0
2
π

(1.7.����1���28) 1
4
π

4
π

(1.7.����1���29) 3 3
π

6
π

(1.7.����1���30)
1

3 6
π

3
π

(1.7.����1���31) 3−
3
π

−
5
6
π

(1.7.����1���32)
1

3
−

6
π

−
2
3
π

a arctg a arcctg a



§ 1.8. Прогрессии

Арифметическая прогрессия ( )n∈

(1.8.1) 1n na a d+ = +

(1.8.2) ( )1 1na a n d= + −

(1.8.3) 1 1 ; 2
2

n n
n

a a
a n− ++

= ≥

(1.8.4) 
( )1

1 2 ...
2

n
n n

a a n
S a a a

+
= + + + =

(1.8.5) 
( )12 1

2n

a n d n
S

 + − =

(1.8.6) 
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =

(1.8.7) ( ) 21 3 5 ... 2 1n n+ + + + − =

(1.8.8) ( )2 4 6 ... 2 1n n n+ + + + = +

Геометрическая прогрессия ( )1; 0; 0n b q∈ ≠ ≠

(1.8.9)   1n nb b q+ = ⋅

(1.8.10) 1
1

n
nb b q −= ⋅
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(1.8.11) 2
1 1; 2n n nb b b n− += ⋅ ≥

(1.8.12) 
( )−

= + + + = ≠
−

1
1 2

1
... ; 1

1

n

n n

b q
S b b b q

q

(1.8.13) 1; 1nS nb q= =

(1.8.14) 1lim ; | | 1
1n

n

b
S S q

q→∞
= = <

−



§ 1.9. Решение уравнений

Некоторые общие равносильные преобразования 
уравнений

(1.9.1) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g x f x g x= ⇔ − =

(1.9.2) ( ) ( ) ( ) ( ) ;f x g x f x c g x c c= ⇔ + = + ∈

(1.9.3) ( ) ( ) ( ) ( ); 0f x g x cf x cg x c= ⇔ = ≠

Линейные уравнения

(1.9.4) 0, 0
b

ax b a x
a

+ = ≠ ⇔ = −

Пример 1.9.4. 2 6 0 3x x+ = ⇔ = −

(1.9.5) 0, 0, 0ax b a b+ = = ≠ ⇔ ∅

Пример 1.9.5. 0 6 0 6 0x + = ⇔ = ⇔ ∅

(1.9.6) 0, 0, 0ax b a b x+ = = = ⇔ ∈

Пример 1.9.6. 0 0 0 0 0x x+ = ⇔ = ⇔ ∈
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Квадратные уравнения

Формула корней квадратного уравнения

(1.9.7)
 

2 2

1,2

0, 0, 4 0

2

ax bx c a D b ac

b D
x

a

+ + = ≠ = − > ⇔

− ±
⇔ =

Пример 1.9.7.� 2
1 22 3 0; 16 0 1; 3x x D x x+ − = = > ⇔ = = −

(1.9.8) 2 20, 0, 4 0
2
b

ax bx c a D b ac x
a

+ + = ≠ = − = ⇔ = −

Пример 1.9.8. 2 2 1 0; 0 1x x D x+ + = = ⇔ = −

(1.9.9) 2 20, 0, 4 0ax bx c a D b ac+ + = ≠ = − < ⇔ ∅

Пример 1.9.9. 2 2 2 0; 4 0x x D+ + = = − < ⇔ ∅

Теорема Виета

(1.9.10)

 

2

1,2 1 2 1 2

2

1,2 1 2 1 2

) 0;

êîðíè óðàâíåíèÿ ;

) 0; 0

êîðíè óðàâíåíèÿ ;

à x px q

x x x q x x p

á ax bx c a

c b
x x x x x

a a

+ + =
− ⇔ = + = −

+ + = ≠

− ⇔ = + = −

Пример 1.9.10а. 2 5 6 0;x x+ + =  

( ) 1
1 2 1 2

2

2
6 2 3; 5 2 3

3

x
x x x x

x

= −
= = ⋅ + = − = − + ⇔  = −

Пример 1.9.10б. 22 10 12 0;x x+ + =

1
1 2 1 2

2

212 10
6; 5

32 2

x
x x x x

x

= −
= = + = − = − ⇔  = −




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Частные случаи квадратных уравнений

(1.9.11) 2
1,20, 0, 0

c c
ax c a x

a a
+ = ≠ − > ⇔ = ± −

Пример 1.9.11. 12 2
1,2

2

2
4 0 4 4

2

x
x x x

x

=
− = ⇔ = ⇔ = ± ⇔  = −

(1.9.12) 2 20, 0, 0 0 0
c

ax c a x x
a

+ = ≠ − = ⇔ = ⇔ =

Пример 1.9.12. 22 0 0x x= ⇔ =

(1.9.13) 2 0, 0, 0
c

ax c a
a

+ = ≠ − < ⇔ ∅

Пример 1.9.13. 2 24 0 4x x+ = ⇔ = − ⇔ ∅

(1.9.14) ( )20 0, 0, 0
c

a x x c a
a

− + = ≠ − < ⇔ ∅

Пример 1.9.14. ( ) ( )2 21 4 0 1 4x x− + = ⇔ − = − ⇔ ∅

(1.9.15) 
1

2

2

0
0, 0

x
ax bx a b

x
a

=
+ = ≠ ⇔  = −


Пример 1.9.15. ( ) 12

2

0
0 1 0

1

x
x x x x

x

=
+ = ⇔ + = ⇔  = −

Уравнения, содержащие знак модуля

(1.9.16) 1

2

, 0
x a

x a a
x a

=
= > ⇔  = −

Пример 1.9.16. 1

2

4
4

4

x
x

x

=
= ⇔  = −



§ 1.9. Решение уравнений
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(1.9.17) , 0 0x a a x= = ⇔ =

Пример 1.9.17. 0 0x x= ⇔ =

(1.9.18) , 0x a a= < ⇔ ∅

Пример 1.9.18. 4x = − ⇔ ∅

(1.9.19) ( )
( )
( )

, 0
f x a

f x a a
f x a

 =
= ≥ ⇔ 

= −

Пример 1.9.19. 
2 2 4

2 2
2 2 0

x x
x

x x

− = = 
− = ⇔ ⇔ − = − = 

(1.9.20) ( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )

0g x

f x g x f x g x

f x g x

 ≥
= ⇔ =
 = −

Пример 1.9.20. 

0

2 12

2

x

x x xx x

x x

≥
− = ⇔ ⇔ =− =
 − = −

(1.9.21) ( ) ( )

( )
( ) ( )
( )
( ) ( )

0

0

f x

f x g x
f x g x

f x

f x g x

 ≥
== ⇔ 

 <

− =

Пример 1.9.21. 

0

2
2 1

0

2

x

x x
x x x

x

x x

 ≥
 = += + ⇔ ⇔ = − <− = +
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(1.9.22) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

f x g x
f x g x

f x g x

 =
= ⇔ 

= −

Пример 1.9.22. 
− =

− = ⇔ ⇔ = − = −

2
2 1

2

x x
x x x

x x

(1.9.23)
 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2

0

f x g x f x g x

f x g x f x g x

= ⇔ = ⇔

⇔ − + =

Пример 1.9.23. ( )2 22 2 1x x x x x− = ⇔ − = ⇔ =

(1.9.24) ( ) ( ) ( ) 0f x f x f x= ⇔ ≥

Пример 1.9.24. 2 2 2 0 2x x x x− = − ⇔ − ≥ ⇔ ≥

Иррациональные уравнения

(1.9.25) 2, 0x a a x a= ≥ ⇔ =

Пример 1.9.25. 5 25x x= ⇔ =

(1.9.26) , 0x a a= < ⇔ ∅

Пример 1.9.26. 5x = − ⇔ ∅

(1.9.27) 33 x a x a= ⇔ =

Пример 1.9.27. 3 2 8x x= − ⇔ = −

(1.9.28) ( ) ( )
( )
( ) ( )2

0g x
f x g x

f x g x

 ≥= ⇔ 
=

§ 1.9. Решение уравнений
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Пример 1.9.28. 
( )

≤− ≥ = − ⇔ ⇔ ⇔ == 
= −   =

2

0
0

00

1

x
x

x x xx
x x

x

(1.9.29) ( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

0 0f x g x
f x g x

f x g x f x g x

 ≥ ≥ = ⇔ ⇔ 
= =  

Пример 1.9.29. 
0 1

1
1 2

x
x x x

x x

≥
= − ⇔ ⇔ = = −

(1.9.30) ( ) ( ) ( ) ( )33 f x g x f x g x= ⇔ =

Пример 1.9.30. 33 0 0x x x x x= − ⇔ + = ⇔ =

(1.9.31) ( ) ( ) ( ) ( )3 3f x g x f x g x= ⇔ =

Пример 1.9.31. 3 3 0x x x x x= − ⇔ = − ⇔ =

Показательные уравнения

(1.9.32) , 0, 1x ba a a a x b= > ≠ ⇔ =

Пример 1.9.32. 52 2 5x x−= ⇔ = −

(1.9.33) , 0, 1, 0 logx
aa b a a b x b= > ≠ > ⇔ =

Пример 1.9.33. 22 32 log 32 5x x= ⇔ = =

(1.9.34) , 0, 1, 0xa b a a b= > ≠ ≤ ⇔ ∅

Пример 1.9.34. 2 0x = ⇔ ∅
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(1.9.35) ( ) ( ); , 0, 1 logf x
aa b a b a f x b= > ≠ ⇔ =

Пример 1.9.35. 1
2 22 3 1 log 3 1 log 3x x x− = ⇔ − = ⇔ = +

(1.9.36) ( ) ( ) ( ) ( ); 0, 1f x g xa a a a f x g x= > ≠ ⇔ =

Пример 1.9.36. 2 1 12 2 2 1 1 0x x x x x− −= ⇔ − = − ⇔ =

(1.9.37)
 

( ) ( )

( ) ( )
; , 0, , 1

log log , 0, 1

f x g x

c c

a b a b a b

f x a g x b c c

= > ≠ ⇔

⇔ = > ≠

Пример 1.9.37. 1
22 3 1 log 3x x x x− = ⇔ − =

Логарифмические уравнения

(1.9.38) log log , 0, 1, 0a ax b a a b x b= > ≠ > ⇔ =

Пример 1.9.38. 2 2log log 32 32x x= ⇔ =

(1.9.39) log , 0, 1 b
a x b a a x a= > ≠ ⇔ =

Пример 1.9.39. 5
2

1
log 5 2

32
x x −= − ⇔ = =

(1.9.40) ( ) ( )log , 0, 1 b
a f x b a a f x a= > ≠ ⇔ =

Пример 1.9.40. ( ) 2
3log 1 2 1 3 8x x x+ = ⇔ + = ⇔ =

(1.9.41)

 

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

log log , 0, 1

0 0

a af x g x a a

f x g x

f x g x f x g x

= > ≠ ⇔

 > > ⇔ ⇔ 
= =  

Пример 1.9.41. ( ) ( ) + >
+ = ⇔ ⇔ = + =

3 3
1 0

log 1 log 2 1
1 2

x
x x x

x x

§ 1.9. Решение уравнений
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Тригонометрические уравнения

(1.9.42) ( )sin , | | 1 1 arcsin ,n
x a a x a n n= ≤ ⇔ = − + π ∈

Пример 1.9.42. ( )1
sin 1 ,

2 6
n

x x n n
π

= ⇔ = − + π ∈

(1.9.43) sin , | | 1x a a= > ⇔ ∅

Пример 1.9.43. sin 2x = ⇔ ∅

(1.9.44) cos , | | 1 arccos 2 ,x a a x a n n= ≤ ⇔ = ± + π ∈

Пример 1.9.44.
3 3

cos arccos 2 ,
4 4

x x n n= ⇔ = ± + π ∈

(1.9.45) cos , | | 1x a a= > ⇔ ∅

Пример 1.9.45. cos
2

x
π

= ⇔ ∅

(1.9.46) tg arctg ,x a x a n n= ⇔ = + π ∈

Пример 1.9.46. tg 3 ,
3

x x n n
π

= ⇔ = + π ∈

(1.9.47) ctg arcctg ,x a x a n n= ⇔ = + π ∈

Пример 1.9.47. ctg 3 arcctg 3 ,x x n n= ⇔ = + π ∈

Частные случаи тригонометрических уравнений

(1.9.48) sin 0 ,x x n n= ⇔ = π ∈

(1.9.49) sin 1 2 ,
2

x x n n
π

= − ⇔ = − + π ∈

(1.9.50) sin 1 2 ,
2

x x n n
π

= ⇔ = + π ∈

(1.9.51) cos 0 ,
2

x x n n
π

= ⇔ = + π ∈


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(1.9.52) cos 1 2 ,x x n n= − ⇔ = π + π ∈

(1.9.53) cos 1 2 ,x x n n= ⇔ = π ∈

(1.9.54) tg 0 ,x x n n= ⇔ = π ∈

(1.9.55) tg 1 ,
4

x x n n
π

= − ⇔ = − + π ∈

(1.9.56) tg 1 ,
4

x x n n
π

= ⇔ = + π ∈

(1.9.57) ctg 0 ,
2

x x n n
π

= ⇔ = + π ∈

(1.9.58) 
3

ctg 1 ,
4

x x n n
π

= − ⇔ = + π ∈

(1.9.59) ctg 1 ,
4

x x n n
π

= ⇔ = + π ∈

Некоторые уравнения, приводящиеся к квадратным 
методом замены переменной

( ) ( ) ( )1
) ; ) , 0à y f x á y f x

f x
= = ≠

(1.9.60)
 

( ) ( )
( )

2

2

0

0;

Af x Bf x C

Ay By C y f x

+ + = ⇔

⇔ + + = =

(1.9.61)
 

( ) ( ) ( )

( )2

0; 0; 0

0;

B
Af x C A B f x

f x

Ay Cy B y f x

+ + = ⋅ ≠ ≠ ⇔

⇔ + + = =

(1.9.62)
 
( ) ( )2

2

0

0;

A ax b B ax b C

Ay By C y ax b

+ + + + = ⇔

⇔ + + = = +

§ 1.9. Решение уравнений
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(1.9.63)
 
( ) ( )+ + + + + + =

+ + = = + +

22 2

2 2

0

0;

A ax bx c B ax bx c C

Ay By C y ax bx c

Û

Û

(1.9.64) 4 2 2 20 0; 0Ax Bx C Ay By C y x+ + = ⇔ + + = = ≥

(1.9.65) 6 3 2 30 0;Ax Bx C Ay By C y x+ + = ⇔ + + = =

(1.9.66)
 
( )( )

( )

+ + + + + =

+ + + + = = +

2 2

2 2

0

0;

ax bx c ax bx d C

y c d y cd C y ax bx

Û

Û

(1.9.67)
 
( )( )( )( )

( ) ( )2 2

0;

0;

x a x b x c x d C a b c d

y ab cd y abcd C y x a b x

+ + + + + = + = + ⇔

⇔ + + + + = = + +

(1.9.68)
 

2

2

0; 0

0;

ax b ax b
A B C cx d

cx d cx d

ax b
Ay By C y

cx d

+ +   + + = + ≠ ⇔   + +   
+

⇔ + + = =
+

 

(1.9.69)

 ( )2

2

0; 0

1
0;

A B
C ax b

ax bax b

Ay By C y
ax b

+ + = + ≠ ⇔
++

⇔ + + = =
+

(1.9.70) 2
2

1
0; 0 0;

A B
C x Ay By C y

x xx
+ + = ≠ ⇔ + + = =

(1.9.71)
 

4 2

2
2

0; 0

1
0; 0

A B
C x

x x

Ay By C y
x

+ + = ≠ ⇔

⇔ + + = = ≥
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(1.9.72)
 

6 3

2
3

0; 0

1
0; 0

A B
C x

x x

Ay By C y
x

+ + = ≠ ⇔

⇔ + + = = ≥

(1.9.73)
 

2
2

2 2 2
2

1 1
0; 0; 0

1 1
2 0; ; 2

A x B x C A x
xx

Ay By C A x y x y
x x

   + + + + = ≠ ≠ ⇔   
   

⇔ + + − = + = + = −

(1.9.74)
 

2
2

2 2 2
2

1 1
0; 0; 0

1 1
2 0; ; 2

A x B x C A x
xx

Ay By C A x y x y
x x

   + + − + = ≠ ≠ ⇔   
   

⇔ + + + = − = + = +

( )y f x=

(1.9.75) 2 20 0; 0Ax B x C Ay By C y x+ + = ⇔ + + = = ≥

( ) ( )2 2 1) 0; )n nà y f x á y f x+= ≥ =

(1.9.76)
 

( ) ( ) ( )
( )2

0; 0

0; 0

Af x B f x C f x

Ay By C y f x

+ + = ≥ ⇔

⇔ + + = = ≥

(1.9.77) 20 0; 0Ax B x C Ay By C y x+ + = ⇔ + + = = ≥

(1.9.78) 24 40 0; 0A x B x C Ay By C y x+ + = ⇔ + + = = ≥

(1.9.79) 3 2 23 30 0;A x B x C Ay By C y x+ + = ⇔ + + = =

(1.9.80) 23 6 60 0; 0A x B x C Ay By C y x+ + = ⇔ + + = = ≥

) 0; ) log ; 0; 0; 1x
aà y a á y x x a a= > = > > ≠

§ 1.9. Решение уравнений
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(1.9.81) 2 20 0; 0x x xAa Ba C Ay By C y a+ + = ⇔ + + = = >

(1.9.82) 20 0; 0x x
x

B
Aa C Ay Cy B y a

a
+ + = ⇔ + + = = >

(1.9.83)

 

2 2

2

0

0; 0

x x x x

x

Aa Ba b Cb

a
Ay By C y

b

+ + = ⇔

 ⇔ + + = = > 
 

(1.9.84)
 

2

2

log log 0; , 0; 1

0; log

a a

a

A x B x C x a a

Ay By C y x

+ + = > ≠ ⇔

⇔ + + = =

(1.9.85)
 

2

log 0; , 0; , 1
log

0; log

a
a

a

B
A x C x a x a

x

Ay Cy B y x

+ + = > ≠ ⇔

⇔ + + = =

) sin ; ) cos ; ) tgà y x á y x â y x= = =

(1.9.86)
 

( )

2 2

2

cos sin cos2 cos 0

2 0; cos

A x B x C x D x E

A B C y Dy B C E y x

+ + + + = ⇔

⇔ − + + + − + = =

(1.9.87)
 

( )

2 2

2

cos sin cos2 sin 0

2 0; sin

A x B x C x D x E

B A C y Dy A C E y x

+ + + + = ⇔

⇔ − − + + + + = =

(1.9.88)
 

2

2

tg tg 0; cos 0

0; tg

A x B x C x

Ay By C y x

+ + = ≠ ⇔

⇔ + + = =

(1.9.89)
 

2

tg 0; sin 0; cos 0
tg

0; tg

B
A x C x x

x

Ay Cy B y x

+ + = ≠ ≠ ⇔

⇔ + + = =

(1.9.90)

 

2 2

2

sin sin cos cos 0;

0; cos 0

0; tg

A x B x x C x

A x

Ay By C y x

+ + =
≠ ≠ ⇔

⇔ + + = =



§ 1.10. Решение неравенств

Основные свойства числовых неравенств

(1.10.1) a b b a> ⇒ <

(1.10.2) ,a b b c a c> > ⇒ >

(1.10.3) , ;a b c a c b c a c b c> ∈ ⇒ + > + − > −

(1.10.4) , 0a b c ac bc> > ⇒ >

(1.10.5) , 0a b c ac bc> < ⇒ <

(1.10.6) ,a b c d a c b d> > ⇒ + > +

(1.10.7) 0, 0a b c d ac bd> > > > ⇒ >

(1.10.8) 0 ;n na b a b n> > ⇒ > ∈

(1.10.9) 0, 0, ,n na b a b n a b> > > ∈ ⇒ >

(1.10.10) 
1 1

0a b
a b

> > ⇒ <

Некоторые общие равносильные преобразования 
неравенств

(1.10.11) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x> ⇔ <
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(1.10.12) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g x f x g x> ⇔ − >

(1.10.13) ( ) ( ) ( ) ( ) ;f x g x f x c g x c c> ⇔ + > + ∈

(1.10.14) ( ) ( ) ( ) ( ); 0f x g x cf x cg x c> ⇔ > >

(1.10.15) ( ) ( ) ( ) ( ); 0f x g x cf x cg x c> ⇔ < <

(1.10.16) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x− > ⇔ < −

(1.10.17) ( ) ( )0 0f x f x− > ⇔ <

(1.10.18) ( ) ( )

( )
( )
( )
( )

0

0
0

0

0

f x

g x
f x g x

f x

g x

 >
>> ⇔ 

 <


<

(1.10.19) ( ) ( )

( )
( )
( )
( )

0

0
0

0

0

f x

g x
f x g x

f x

g x

 >
<< ⇔ 

 <


>

(1.10.20) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f x x g x x x f x g x ϕ > ϕ ⇔ ϕ − > 

Строгие и нестрогие неравенства

(1.10.21) ( )
( )
( )

0
0

0

f x
f x

f x

 >
≥ ⇔ 

=

Пример 1.10.21. 
2

2
2

x
x

x

>
≥ ⇔  =
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(1.10.22) ( )
( )
( )

0
0

0

f x
f x

f x

 <
≤ ⇔ 

=

Пример 1.10.22. 
0

0
0

x
x

x

<
≤ ⇔  =

Линейные неравенства

(1.10.23) 
0

0
0

ax b
ax b

ax b

+ >
+ ≥ ⇔  + =

(1.10.24) 
0

0
0

ax b
ax b

ax b

+ <
+ ≤ ⇔  + =

0, 0; 0ax b ax b a+ > + < ≠

(1.10.25) 0, 0
b

ax b a x
a

+ > > ⇔ > −

Пример 1.10.25. 2 6 0 2 6 3x x x+ > ⇔ > − ⇔ > −

(1.10.26) 0, 0
b

ax b a x
a

+ > < ⇔ < −

Пример 1.10.26. 2 6 0 2 6 3x x x− + > ⇔ < ⇔ <

(1.10.27) 0, 0
b

ax b a x
a

+ < > ⇔ < −

Пример 1.10.27. 2 6 0 2 6 3x x x+ < ⇔ < − ⇔ < −

(1.10.28) 0, 0
b

ax b a x
a

+ < < ⇔ > −

Пример 1.10.28. 2 6 0 2 6 3x x x− + < ⇔ > ⇔ >

0, 0, 0; 0ax b ax b a b+ > + < = ≠

§ 1.10. Решение неравенств
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(1.10.29) 0 0, 0 0 0x b b b x⋅ + > > ⇔ + > ⇔ ∈

Пример 1.10.29. 0 6 0 0 6 0x x⋅ + > ⇔ + > ⇔ ∈

(1.10.30) 0 0, 0 0 0x b b b⋅ + > < ⇔ + > ⇔ ∅

Пример 1.10.30. 0 6 0 0 6 0x⋅ − > ⇔ − > ⇔ ∅

(1.10.31) 0 0, 0 0 0x b b b⋅ + < > ⇔ + < ⇔ ∅

Пример 1.10.31. 0 6 0 0 6 0x⋅ + < ⇔ + < ⇔ ∅

(1.10.32) 0 0, 0 0 0x b b b x⋅ + < < ⇔ + < ⇔ ∈

Пример 1.10.32. 0 6 0 0 6 0x x⋅ − < ⇔ − < ⇔ ∈

0, 0, 0, 0 0ax b ax b ax b ax b a b+ > + ≥ + < + ≤ = =

(1.10.33) 0 0 0 0 0x⋅ + > ⇔ > ⇔ ∅

(1.10.34) 0 0 0 0 0x x⋅ + ≥ ⇔ ≥ ⇔ ∈

(1.10.35) 0 0 0 0 0x⋅ + < ⇔ < ⇔ ∅

(1.10.36) 0 0 0 0 0x x⋅ + ≤ ⇔ ≤ ⇔ ∈

Квадратные неравенства

( ) ( )2 20; 0; 0P x P x a> ≥ ≠

 (1.10.37) ( )2 2
0 0; 0x x c c x− + > ≠ ⇔ ∈

Пример 1.10.37. ( )21 2 0x x− + > ⇔ ∈

(1.10.38) ( )2 2
0 0; 0x x c c x− + ≥ ≠ ⇔ ∈
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Пример 1.10.38. ( )21 2 0x x− + ≥ ⇔ ∈

(1.10.39) 2 20; 0; 4 0ax bx c a D b ac x+ + > > = − < ⇔ ∈

Пример 1.10.39. 2 1 0; 3x x D x+ + > = − ⇔ ∈

(1.10.40) 2 20; 0; 4 0ax bx c a D b ac x+ + ≥ > = − < ⇔ ∈

Пример 1.10.40. 2 1 0; 3x x D x− + ≥ = − ⇔ ∈

(1.10.41) ( )2 1
1 1

1

0; 0
x x

a x x a x x
x x

<
− > > ⇔ ≠ ⇔  >

Пример 1.10.41. ( )2 4
4 0 4

4

x
x x

x

<
− > ⇔ ≠ ⇔  >

(1.10.42) ( )21 0; 0a x x a x− ≥ > ⇔ ∈

Пример 1.10.42. ( )24 0x x− ≥ ⇔ ∈

(1.10.43) ( )( ) 1
1 2 1 2

2

0, 0,
x x

a x x x x a x x
x x

<
− − > > < ⇔  >

Пример 1.10.43. ( )( ) 2
2 3 0

3

x
x x

x

<
− − > ⇔  >

(1.10.44) ( )( ) 1
1 2 1 2

2

0; 0;
x x

a x x x x a x x
x x

≤
− − ≥ > < ⇔  ≥

Пример 1.10.44. ( )( ) 2
2 3 0

3

x
x x

x

≤
− − ≥ ⇔  ≥

(1.10.45) ( )( ) < −
> > + − >

>
2 ; 0 0

x c
x c c x c x c

x c

é
êÛ Û ê
êë

§ 1.10. Решение неравенств
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Пример 1.10.45. ( )( )2 2
4 2 2 0

2

x
x x x

x

< −
> ⇔ + − > ⇔  >

(1.10.46) ( )( ) ≤ −
≥ > + − ≥

≥
2 ; 0 0

x c
x c c x c x c

x c

é
êÛ Û ê
êë

Пример 1.10.46. ( )( ) ≤ −
≥ + − ≥

≥
2 2

2 2 2 0
2

x
x x x

x

é
êÛ Û ê
êë

( ) ( )2 20; 0; 0P x P x a< ≤ ≠

(1.10.47) ( )2 2
1 0; 0x x c c− + < ≠ ⇔ ∅

Пример 1.10.47. ( )21 2 0x − + < ⇔ ∅

(1.10.48) ( )2 2
1 0; 0x x c c− + ≤ ≠ ⇔ ∅

Пример 1.10.48. ( )21 2 0x − + ≤ ⇔ ∅

(1.10.49) 2 20; 0; 4 0ax bx c a D b ac+ + < > = − < ⇔ ∅

Пример 1.10.49. 2 1 0; 3x x D+ + < = − ⇔ ∅

(1.10.50) 2 20; 0; 4 0ax bx c a b ac+ + ≤ > − < ⇔ ∅

Пример 1.10.50. 2 1 0; 3x x D− + ≤ = − ⇔ ∅

(1.10.51) ( )21 0; 0a x x a− < > ⇔ ∅

Пример 1.10.51. ( )24 0x − < ⇔ ∅

(1.10.52) ( )21 10; 0a x x a x x− ≤ > ⇔ =



87

Пример 1.10.52. ( )24 0 4x x− ≤ ⇔ =

(1.10.53) ( )( )1 2 1 2 1 20; 0;a x x x x a x x x x x− − < > < ⇔ < <

Пример 1.10.53. ( )( )2 3 0 2 3x x x− − < ⇔ < <

(1.10.54) ( )( )1 2 1 2 1 20; 0;a x x x x a x x x x x− − ≤ > < ⇔ ≤ ≤

Пример 1.10.54. ( )( )2 3 0 2 3x x x− − ≤ ⇔ ≤ ≤

(1.10.55) 2 ; 0x c c c x c< > ⇔ − < <

Пример 1.10.55. 2 4 2 2x x< ⇔ − < <

(1.10.56) 2 ; 0x c c c x c≤ > ⇔ − ≤ ≤

Пример 1.10.56. 2 2 2 2x x≤ ⇔ − ≤ ≤

Кубические неравенства

( ) ( )3 30; 0P x P x> ≥

(1.10.57) ( )31 10; 0a x x a x x− > > ⇔ >

(1.10.58) ( )31 10; 0a x x a x x− ≥ > ⇔ ≥

(1.10.59)
 
( )( )− + + > > − <

>

2 2
1

1

0; 0; 4 0a x x x px q a p q

x x

Û

Û

(1.10.60)
 
( )( )− + + ≥ > − <

≥

2 2
1

1

0; 0; 4 0a x x x px q a p q

x x

Û

Û

§ 1.10. Решение неравенств
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(1.10.61) 3 3x c x c> ⇔ >

(1.10.62) 3 3x c x c≥ ⇔ ≥

(1.10.63) ( )( )2 1 2
1 2 1 2

2

0; 0;
x x x

a x x x x a x x
x x

< <
− − > > < ⇔  >

Пример 1.10.63. ( )( )2 1 2
1 2 0

2

x
x x

x

< <
− − > ⇔  >

(1.10.64) ( )( )21 2 1 2 10; 0;a x x x x a x x x x− − ≥ > < ⇔ ≥

Пример 1.10.64. ( )( )21 2 0 1x x x− − ≥ ⇔ ≥

(1.10.65) ( ) ( )2
1 2 1 2 20; 0;a x x x x a x x x x− − > > < ⇔ >

Пример 1.10.65. ( ) ( )21 2 0 2x x x− − > ⇔ >

(1.10.66) ( ) ( )2 1
1 2 1 2

2

0; 0;
x x

a x x x x a x x
x x

=
− − ≥ > < ⇔  ≥

Пример 1.10.66. ( ) ( )2 1
1 2 0

2

x
x x

x

=
− − ≥ ⇔  ≥

(1.10.67)

 

( )( )( )1 2 3 1 2 3

1 2

3

0; 0;a x x x x x x a x x x

x x x

x x

− − − > > < < ⇔

< <
⇔  >

Пример 1.10.67. ( )( )( ) 1 2
1 2 3 0

3

x
x x x

x

< <
− − − > ⇔  >

(1.10.68)

 

( )( )( )1 2 3 1 2 3

1 2

3

0; 0;a x x x x x x a x x x

x x x

x x

− − − ≥ > < < ⇔

≤ ≤
⇔  ≥
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Пример 1.10.68. ( )( )( ) 1 2
1 2 3 0

3

x
x x x

x

≤ ≤
− − − ≥ ⇔  ≥

( ) ( )3 30; 0P x P x< ≤

(1.10.69) ( )31 10; 0a x x a x x− < > ⇔ <

(1.10.70) ( )31 10; 0a x x a x x− ≤ > ⇔ ≤

(1.10.71)
 
( )( )− + + < > − <

<

2 2
1

1

0; 0; 4 0a x x x px q a p q

x x

Û

Û

(1.10.72)
 
( )( )− + + ≤ > − <

≤

2 2
1

1

0; 0; 4 0a x x x px q a p q

x x

Û

Û

(1.10.73) 3 3x c x c< ⇔ <

(1.10.74) 3 3x c x c≤ ⇔ ≤

(1.10.75) ( )( )21 2 1 2 10; 0;a x x x x a x x x x− − < > < ⇔ <

Пример 1.10.75. ( )( )21 2 0 1x x x− − < ⇔ <

(1.10.76) ( )( )2 1
1 2 1 2

2

0; 0;
x x

a x x x x a x x
x x

≤
− − ≤ > < ⇔  =

Пример 1.10.76. ( )( )2 1
1 2 0

2

x
x x

x

≤
− − ≤ ⇔  =

(1.10.77)

 
( ) ( )2

1 2 1 2

1

1 2

0; 0; 0a x x x x a x x

x x

x x x

− − < > < ⇔ ⇔

<
⇔  < <

§ 1.10. Решение неравенств
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Пример 1.10.77. ( ) ( )2 1
1 2 0

1 2

x
x x

x

<
− − < ⇔  < <

(1.10.78) ( ) ( )2
1 2 1 2 20; 0; 0a x x x x a x x x x− − ≤ > < ⇔ ⇔ ≤

Пример 1.10.78. ( ) ( )21 2 0 2x x x− − ≤ ⇔ ≤

(1.10.79)

 

( )( )( )1 2 3 1 2 3

1

2 3

0; 0;x x x x x x a x x x

x x

x x x

− − − < > < < ⇔

<
⇔  < <

Пример 1.10.79. ( )( )( ) 1
1 2 3 0

2 3

x
x x x

x

<
− − − < ⇔  < <

(1.10.80)

 

( )( )( )1 2 3 1 2 3

1

2 3

0; 0;a x x x x x x a x x x

x x

x x x

− − − ≤ > < < ⇔

≤
⇔  ≤ ≤

Пример 1.10.80. ( )( )( ) 1
1 2 3 0

2 3

x
x x x

x

≤
− − − ≤ ⇔  ≤ ≤

Неравенства, содержащие знак модуля

(1.10.81) , 0x a a a x a< > ⇔ − < <

Пример 1.10.81. 4 4 4x x< ⇔ − < <

(1.10.82) , 0x a a< ≤ ⇔ ∅

Пример 1.10.82. 4x < − ⇔ ∅

(1.10.83) , 0
x a

x a a
x a

< −
> ≥ ⇔  >
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Пример 1.10.83а. 
0

0 0
0

x
x x

x

<
> ⇔ ≠ ⇔  >

Пример 1.10.83б. 
4

4
4

x
x

x

< −
> ⇔  >

(1.10.84) , 0x a a x> < ⇔ ∈

Пример 1.10.84. 4x x> − ⇔ ∈

(1.10.85)

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

f x g x g x f x g x

f x g x

f x g x

< ⇔ − < < ⇔

 <⇔ 
> −

Пример 1.10.85. 
1 0

1 1
1 1

1 2
2

x x
x x x

x x x

− <− < − < ⇔ ⇔ ⇔ > − > − > 

(1.10.86) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

f x g x
f x g x

f x g x

 >
> ⇔ 

< −

Пример 1.10.86. 
1 0

1 1
1 1

1 2
2

x x
x x x

x x x

− >− > − > ⇔ ⇔ ⇔ < − < − < 

(1.10.87)
 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2

0

f x g x f x g x

f x g x f x g x

< ⇔ < ⇔

⇔ − + <

Пример 1.10.87. ( ) 1
1 2 1 0

2
x x x x− < ⇔ − − < ⇔ >

Иррациональные неравенства

(1.10.88) 2, 0 0x a a x a< > ⇔ ≤ <

Пример 1.10.88. 2 0 4x x< ⇔ ≤ <

§ 1.10. Решение неравенств
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(1.10.89) , 0x a a< ≤ ⇔ ∅

Пример 1.10.89. 2x < − ⇔ ∅

(1.10.90) 2, 0x a a x a> ≥ ⇔ >

Пример 1.10.90а. 0 0x x> ⇔ >

Пример 1.10.90б. 2 4x x> ⇔ >

(1.10.91) , 0 0x a a x> < ⇔ ≥

Пример 1.10.91. 1 0x x> − ⇔ ≥

(1.10.92) 33 x a x a< ⇔ <

Пример 1.10.92а. 3 0 0x x< ⇔ <

Пример 1.10.92б. 3 1 1x x< − ⇔ < −

(1.10.93) 33 x a x a> ⇔ >

Пример 1.10.93а. 3 0 0x x> ⇔ >

Пример 1.10.93б. 3 2 8x x> ⇔ >

(1.10.94) 
2

( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )

f x

f x g x g x

f x g x

 ≥


< ⇔ >
 <

(1.10.95) 
2

( ) 0

( ) ( )
( ) ( )

( ) 0

( ) 0

g x

f x g x
f x g x

g x

f x

 ≥


>> ⇔  < ≥
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(1.10.96) ( ) ( ) ( ) ( )33 f x g x f x g x< ⇔ <

(1.10.97) ( ) ( ) ( ) ( )33 f x g x f x g x> ⇔ >

(1.10.98) ( ) ( )
( )
( ) ( )

0f x
f x g x

f x g x

 ≥< ⇔ 
<

(1.10.99) ( ) ( ) ( ) ( )3 3f x g x f x g x< ⇔ <

Показательные неравенства

0 1a< <

(1.10.100) , 0 1x ba a a x b> < < ⇔ <

Пример 1.10.100. 
51 1

5
2 2

x

x   > ⇔ <   
   

(1.10.101) , 0 1, 0 logx
aa b a b x b> < < > ⇔ <

Пример 1.10.101. 
5

1
2

1 1
32 log 5

2 2

x

x x
−

   > ⇔ < ⇔ < −   
   

(1.10.102) , 0 1, 0xa b a b x> < < ≤ ⇔ ∈

Пример 1.10.102. ( )0,5 1x
x> − ⇔ ∈ ; ( )0,5 0x

x> ⇔ ∈

(1.10.103) , 0 1x ba a a x b< < < ⇔ >

Пример 1.10.103. 
51 1

5
2 2

x

x   < ⇔ >   
   

(1.10.104) , 0 1, 0 logx
aa b a b x b< < < > ⇔ >

§ 1.10. Решение неравенств
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Пример 1.10.104. 1
2

1 1 1
log 4

2 16 16

x

x x  < ⇔ > ⇔ > 
 

(1.10.105) , 0 1, 0xa b a b< < < ≤ ⇔ ∅

Пример 1.10.105. ( )0, 3 1x < − ⇔ ∅

(1.10.106) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1f x g xa a a f x g x< < < ⇔ >

Пример 1.10.106. 

2 22
2 21 1

2 0
3 3

x x x

x x x x
+

   < ⇔ + > ⇔ >   
   

1a >

(1.10.107) , 1x ba a a x b> > ⇔ >

Пример 1.10.107. 53 3 5x x> ⇔ >

(1.10.108) , 1, 0 logx
aa b a b x b> > > ⇔ >

Пример 1.10.108. 33 4 log 4x x> ⇔ >

(1.10.109) , 1, 0xa b a b x R> > ≤ ⇔ ∈

Пример 1.10.109. 3 1x x> − ⇔ ∈ ; 3 0x x> ⇔ ∈

(1.10.110) , 1x ba a a x b< > ⇔ <

Пример 1.10.110. 53 3 5x x< ⇔ <

(1.10.111) , 1, 0 logx
aa b a b x b< > > ⇔ <

Пример 1.10.111. 33 4 log 4x x< ⇔ <
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(1.10.112) , 1, 0xa b a b< > ≤ ⇔ ∅

Пример 1.10.112. 3 1x < − ⇔ ∅

(1.10.113) ( ) ( ) ( ) ( ), 1f x g xa a a f x g x< > ⇔ <

Пример 1.10.113. 23 3 2 0x x x x x< ⇔ < ⇔ <

Логарифмические неравенства

0 1a< <

(1.10.114) log log , 0 1, 0 0a ax b a b x b> < < > ⇔ < <

Пример 1.10.114. 1 1
4 4

log log 3, 0 3x x> ⇔ < <

(1.10.115) log , 0 1 0 b
a x b a x a> < < ⇔ < <

Пример 1.10.115. 
3

1
4

1 1
log 3 0 0

4 64
x x x > ⇔ < < ⇔ < < 

 

(1.10.116)
 

( ) ( )
( ) ( )

log log , 0 1

0
a af x g x a

f x g x

> < < ⇔

⇔ < <

Пример 1.10.116. ( ) ( )1 1
3 3

log 4 3 log 3x x− > + ⇔

3
0 4 3 3 2

4
x x x⇔ < − < + ⇔ < <

(1.10.117) log log , 0 1, 0a ax b a b x b< < < > ⇔ >

Пример 1.10.117. 1 1
4 4

log log 3 3x x< ⇔ >

§ 1.10. Решение неравенств
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(1.10.118) log , 0 1 b
a x b a x a< < < ⇔ >

Пример 1.10.118. 
3

1
4

1 1
log 3

4 64
x x x < ⇔ > ⇔ > 

 
1a >

(1.10.119) log log , 1, 0a ax b a b x b> > > ⇔ >

Пример 1.10.119. 5 5log log 3 3x x> ⇔ >

(1.10.120) log , 1 b
a x b a x a> > ⇔ >

Пример 1.10.120. 3
5log 3 5 125x x x> ⇔ > ⇔ >

(1.10.121) ( ) ( ) ( ) ( )log log , 1 0a af x g x a f x g x> > ⇔ > >

Пример 1.10.121. ( )2 2log 2 log 3 2 3 0x x x x− > ⇔ − > > ⇔ ∅

(1.10.122) log log , 1, 0 0a ax b a b x b< > > ⇔ < <

Пример 1.10.122. 5 5log log 3 0 3x x< ⇔ < <

(1.10.123) log , 1 0 b
a x b a x a< > ⇔ < <

Пример 1.10.123. 3
5log 3 5 0 125x x x< ⇔ < ⇔ < <

Тригонометрические неравенства

sin ; sin ;x a x a n< > ∈ 

(1.10.124)
 
sin , 1

arcsin 2 arcsin 2

x a a

a n x a n

< < ⇔

⇔ −π − + π < < + π

(1.10.125) sin , 1x a a< ≤ − ⇔ ∅
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(1.10.126) sin 1 2
2

x x n
π

< ⇔ ≠ + π

(1.10.127) sin , 1x a a x< > ⇔ ∈

(1.10.128)
 
sin , 1

arcsin 2 arcsin 2

x a a

a n x a n

> < ⇔

⇔ + π < < π − + π

(1.10.129) sin , 1x a a x> < − ⇔ ∈

(1.10.130) sin 1 2
2

x x n
π

> − ⇔ ≠ − + π

(1.10.131) sin 0 2 2x n x n> ⇔ π < < π + π

(1.10.132) sin , 1x a a> ≥ ⇔ ∅

cos ; cos ;x a x a n< > ∈ 

(1.10.133) cos , 1

arccos 2 2 arccos 2

x a a

a n x a n

< < ⇔

⇔ + π < < π − + π

(1.10.134) cos , 1x a a< ≤ − ⇔ ∅

(1.10.135) cos 1 2x x n< ⇔ ≠ π

(1.10.136) cos , 1x a a x< > ⇔ ∈

(1.10.137)
 
cos , 1

arccos 2 arccos 2

x a a

a n x a n

> < ⇔

⇔ − + π < < + π

(1.10.138) cos , 1x a a x> < − ⇔ ∈

(1.10.139) cos 1 2x x n> − ⇔ ≠ π + π

(1.10.140) cos 0 2 2
2 2

x n x n
π π

> ⇔ − + π < < + π

§ 1.10. Решение неравенств
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(1.10.141) cos , 1x a a> ≥ ⇔ ∅

tg ; tg ;x a x a n< > ∈ 

(1.10.142) tg arctg
2

x a n x a n
π

< ⇔ − + π < < + π

(1.10.143) tg arctg
2

> ⇔ + < < +x a a n x n
ππ π

(1.10.144) tg 0
2

x n x n
π

> ⇔ π < < + π

ctg ; ctg ;x a x a n< > ∈ 

(1.10.145) ctg arcctgx a a n x n< ⇔ + π < < π + π

(1.10.146) ctg arcctgx a n x a n> ⇔ π < < + π

(1.10.147) ctg 0
2

x n x n
π

> ⇔ π < < + π



§ 1.11. Типовые способы замены 
переменной

(1.11.1) ( )22 2 22x p y x px p x p y+ = ⇒ + + = + =

(1.11.2) 2 2 2 2 22x p y x px p q y q+ = ⇒ + + − = −

(1.11.3)

 

2

2 2 2
2

2

; 0
2

4
2 2 4

b
x y a ax bx c

a

b b c b ac
a x a y

a a a a

+ = ≠ ⇒ + + =

   −   = + − + = −               

(1.11.4)
 

2 2 3 3
2 3

1
; 0

1 1
2; 3

x y x
x

x y x y y
x x

+ = ≠ ⇒

⇒ + = − + = −

(1.11.5) 2; 0x y x x y= ≥ ⇒ =

(1.11.6) 33 x y x y= ⇒ =

(1.11.7) 2 44 ; 0 ,x y x x y x y= ≥ ⇒ = =

 (1.11.8) 2 3 66 3; 0 ; ;x y x x y x y x y= ≥ ⇒ = = =

(1.11.9) 
1

, 0 ; ;
x

x x x kx k nna y a x a a y a y
y

−= > ∀ ⇒ = = =
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(1.11.10)
 2 2 2 3 3 3

,

2 ; 3

x y u xy v

x y u v x y u uv

+ = = ⇒

⇒ + = − + = −

(1.11.11)
 

+ + = + + = = ⇒

⇒ + + = − + + = − +2 2 2 2 3 3 3 3

, ,

2 , 3 3

x y z u xy yz zx v xyz w

x y z u v x y z u uv w

(1.11.12) 2 2 2 2sin sin , cos 1x t x t x t= ⇒ = = −

(1.11.13) 
2

2 2
2 2

1
tg ; cos 0 sin , cos

1 1

t
x t x x x

t t
= ≠ ⇒ = =

+ +

(1.11.14) 2 21 1
cos2 sin , cos

2 2
t t

x t x x
− +

= ⇒ = =

(1.11.15) 
2 1

sin cos sin cos
2

t
x x t x x

−
± = ⇒ ⋅ = ±

(1.11.16) 
2

2 2

2 1
tg ; cos 0 sin ; cos

2 2 1 1

x x t t
t x x

t t

−
= ≠ ⇒ = =

+ +



§ 1.12. Производные основных 
элементарных функций.  
Правила дифференцирования

Таблица производных

(1.12.1) ′ = −0, ïîñòîÿííàÿc c

(1.12.2) 1x′ =

(1.12.3) ( )α α−= α α∈1,x x¢


(1.12.4) ( ) =
1

2
x

x
¢

(1.12.5) 
2

1 1
x x

′  = − 
 

(1.12.6) ( ) = lnx xa a a¢

(1.12.7) ( ) =x xe e¢

(1.12.8) ( ) 1
log

lna x
x a

′ =

(1.12.9) ( ) 1
ln x

x
′ =
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(1.12.10) ( )sin cosx x′ =

(1.12.11) ( )cos sinx x′ = −

(1.12.12) ( ) 2

1
tg

cos
x

x
′ =

(1.12.13) ( ) 2

1
ctg

sin
x

x
′ = −

(1.12.14) ( )
2

1
arcsin

1
x

x

′ =
−

(1.12.15) ( )
2

1
arccos

1
x

x

′ = −
−

(1.12.16) ( ) 2

1
arctg

1
x

x
′ =

+

(1.12.17) ( ) 2

1
arcctg

1
x

x
′ = −

+

Правила дифференцирования ( ( ), ( )u u x v v x= = )

(1.12.18) ( ) , ïîñòîÿííàÿcu cu c′ ′= −

Пример 1.12.18. ( )4 4x ′ = ; ( )2sin 2cosx x′ =

(1.12.19) ( )u v u v′ ′ ′± = ±

Пример 1.12.19. ( )+ = +2 1
2

2
x x x

x
¢

(1.12.20) ( )uv u v uv′ ′ ′= +

Пример 1.12.20. ( )sin sin cosx x x x x′ = +
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(1.12.21) ( )( ) ( ) ( )=2 2f x f x f x¢ ¢

Пример 1.12.21. ( ) ( )+ = +
22 21 4 1x x x
¢æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

(1.12.22) 
2

u u v uv
v v

′ ′ ′−  = 
 

Пример 1.12.22. 
( )2

x b
ax b ax b

′  = +  +

(1.12.23) 
( )

( )
( )2

1 f x

f x f x

′ ′ 
= −  

 

Пример 1.12.23. 

( )
=

+ +
2 22

1 2

1 1

x

x x

¢æ ö÷ç -÷ç ÷÷çè ø

(1.12.24) ( )uvw u vw uv w uvw′ ′ ′ ′= + +

Пример 1.12.24. ( )( )2 3x x x ′ + + = 

( )( ) ( ) ( )2 3 3 2x x x x x x= + + + + + +

Производная сложной функции

(1.12.25) 
( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

;

;g x x g x

h x f g x

h x f g x f g g x h f g

=

′′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⋅ = ⋅

Пример 1.12.25. ( ) ( )+
+ = =

+ +

2
2

2 2

1
1

2 1 1

x x
x

x x

¢
¢

Уравнение касательной к графику функции

(1.12.26) ( ) ( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= ⋅ − +

§ 1.12. Производные основных элементарных функций



§ 1.13. Формулы геометрии

Треугольники (a, b, c — стороны; α, β, γ — углы������������ , противоле
жащие сторонам a, b, c; h — высота, проведенная к основа
нию a; R — радиус описанной окружности; r — радиус впи
санной окружности)

Сумма внутренних углов треугольника

(1.13.1) 180α + β + γ = 

Соотношение между сторонами (неравенство треугольника)

(1.13.2) ; ;a b c b c a c a b+ > + > + >

Периметр и полупериметр

 (1.13.3) ;
2

a b c
P a b c p

+ +
= + + =

Вычисление площади треугольника

(1.13.4) 
1 1

sin
2 2

S ah ab= = γ

(1.13.5) 
4
abc

S p r
R

= = ⋅

(1.13.6) ( )( )( )S p p a p b p c= − − −  — формула Герона








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(1.13.7) 
2 3
4

a
S =  — площадь равностороннего треугольника

(1.13.8) 
1
2

S ab=  — площадь прямоугольного треугольника с катета-
ми a, b

Теорема Пифагора

(1.13.9) 2 2 2c a b= +  — в прямоугольном треугольнике квадрат гипоте-
нузы равен сумме квадратов катетов

Теорема синусов

(1.13.10) 
sin sin sin

a b c
= =

α β γ
 — стороны треугольника пропорциональ-

ны синусам противолежащих углов

Теорема косинусов

(1.13.11) 2 2 2 2 cosc a b ab= + − γ  — квадрат стороны треугольника равен 
сумме квадратов двух других сторон без удвоенного произведения этих 
сторон на косинус угла между ними

Четырехугольники (d1 и d2 — диагонали; α, β, γ, δ — ������углы; 
ϕ — угол между диагоналями; h — высота, проведенная 
к основанию a; R — радиус описанной окружности; r — 
радиус вписанной окружности)

Сумма внутренних углов выпуклого четырехугольника

(1.13.12) 360α + β + γ + δ = 

Вычисление площади четырехугольника

(1.13.13) = ϕ1 2
1

sin
2

S d d  — площадь выпуклого четырехугольника











§ 1.13. Формулы геометрии
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(1.13.14) sinS ah ab= = α  — площадь параллелограмма (a и b — стороны; 
α — угол между ними)

(1.13.15) 2
1 2

1
sin

2
S ah a d d= = α =  — площадь ромба (a — сторона;α  — 

угол между сторонами)

(1.13.16) S ab=  — площадь прямоугольника со сторонами a и b

(1.13.17) 2S a=  — площадь квадрата со стороной a

(1.13.18) 
2

a b
S h

+
= ⋅  — площадь трапеции с основаниями a и b

Многоугольники (n���  — число сторон; nP  — периметр; nS  — 
площадь; R — радиус описанной окружности; r — радиус 
вписанной окружности)

Сумма внутренних углов выпуклого многоугольника

(1.13.19)  ( )1 2 ... 180 2n nα + α + + α = −

Длина стороны правильного многоугольника

(1.13.20) 
180 180

2 sin 2 tgna R r
n n

= =
 

Площадь правильного многоугольника

(1.13.21) 21 1 360
sin

2 2n nS P r R n
n

= =


Окружность и круг (R — радиус окружности, круга)

Длина окружности

(1.13.22)  2= πL R








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Длина дуги окружности с центральным углом α° (в градусах) 
или β (в радианах)

(1.13.23) 
180

α
= π ⋅ = ⋅β





L R R

Площадь круга

(1.13.24) 2S R= π

Площадь кругового сектора с центральным углом α° (в градусах) 
или β (в радианах)

(1.13.25) 2 21
2360

S R R
α

= π ⋅ = β




Вычисление объемов и площадей поверхности

(Sосн — площадь основания, H — высота)

Объем призмы

(1.13.26) = îñíV S H

Объем кругового цилиндра (R — радиус основания)

(1.13.27) = = π 2
îñíV S H R H

Площадь боковой поверхности кругового цилиндра (R — радиус 
основания)

(1.13.28) = πáîê 2S RH

Объем кругового конуса (R — радиус основания)

(1.13.29) = = π 2
îñí

1 1
3 3

V S H R H















§ 1.13. Формулы геометрии
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Площадь боковой поверхности кругового конуса (L —образую-
щая конуса)

(1.13.30) = πáîêS RL

Объем  пирамиды

(1.13.31) = îñí
1
3

V S H

Объем  шара радиуса R

(1.13.32) 34
3

V R= π

Площадь поверхности сферы радиуса R

(1.13.33) 24S R= π

Действия над векторами в координатной форме

Длина вектора

(1.13.3���4��) { }2 2 2| | ; | | 0; ; ;a x y z a a x y z= + + ≥ =
  

Равенство векторов

(1.13.35) { } { }
1 2

1 1 1 2 2 2 1 2

1 2

; ; ; ; ; ;

x x

a b a x y z b x y z y y

z z

=
= = = ⇔ =
 =

   

Сложение, вычитание и умножение на число

(1.13.36) { }1 2 1 2 1 2; ;a b x x y y z z+ = + + +
 

(1.13.37) ( ) { }− = + − = − − −1 2 1 2 1 2; ;a b a b x x y y z z
   














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(1.13.38) a b b a+ = +
   

(1.13.39) ( ) ( )+ + = + +a b c a b c
     

(1.13.40) { }; ;a a x y zα = α = α α α
 

(1.13.41) | | | | | |a aα = α ⋅
 

(1.13.42) ( ) ( )α β = αβa a
 

(1.13.43) ( )α + = α + αa b a b
   

(1.13.44) ( )a a aα + β = α + β
  

(1.13.45) 1 1 1

2 2 2

||
x y z

a b
x y z

⇔ = =
 

Скалярное произведение двух векторов

(1.13.46) | | | | cos ; óãîë ìåæäó âåêòîðàìèa b a b⋅ = ⋅ ϕ ϕ −
   

(1.13.47) 1 2 1 2 1 2a b x x y y z z⋅ = + +
 

(1.13.48)  a b b a⋅ = ⋅
   

(1.13.49) ( ) ( )α = αa b a b× ×
   

(1.13.50) ( )+ = +a b c a c b c× × ×
      

(1.13.51) 2| | | | | | 0a a a a a⋅ = ⋅ = ≥
    

(1.13.52) 0 0 0a b⋅ = ⋅ =
   



§ 1.13. Формулы геометрии
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(1.13.53) 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
| | | |

x x y y z za b

a b x y z x y z

+ +⋅
ϕ = =

⋅ + + + +

 

 

(1.13.54) 1 2 1 2 1 20 0a b a b x x y y z z⊥ ⇔ ⋅ = ⇔ + + =
   

Расстояние между двумя точками

(1.13.55) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1| |AB x x y y z z= − + − + −



Уравнение окружности

(1.13.56) ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y R− + − =

(1.13.57) 2 2 2x y R+ =

Координаты середины отрезка

(1.13.58) 1 2 1 2 1 2; ;
2 2 2

x x y y z z
x y z

+ + +
= = =



Часть 2. Графики функций



112 § 2.1. Графики основных элементарных функций

1 y = const 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

y x= y x= | |

y x= 2 y x= 3 y x= 4

y x= −1 y x= −2 y x= 1 2/

y x= 1 3/ y x= −1 2/ y x= −1 3/



113§ 2.1. Графики основных элементарных функций

13 14 15

16 17 18

19 20 21

22 23 24

y a ax= >; 1 y a ax= < <; 0 1 y x aa= >log ; 1

y x aa= < <log ; 0 1 y x= sin y x= cos

y x= tg y x= ctg y x= arcsin

y x= arccos y x= arctg y x= arcctg



114 § 2.2. Основные типы преобразований графиков

25 26 27

28 29 30

31 32 33

34 35 36

y f x= ( ) y f x= − ( ) y f x= −( )

y f x a a= + >( ) , 0 y f x a a= − >( ) , 0 y f x a a= + >( ), 0

y f x a a= − >( ), 0 y kf x k= >( ), 1 y kf x k= < <( ), 0 1

y f kx k= >( ), 1 y f kx k= < <( ), 0 1 y f x= ( )



115§ 2.2. Основные типы преобразований графиков

37 38 39

40 41 42

43 44 45

46 47 48

y f x= ( )| | y f x= ( )| | y f x g x= +( ) ( )

y f x g x= ( ) ( )
y

f x
g x

= ( )
( ) y f x= 2( )

y
f x

= 1
( )

y f
x

= 





1
y

f x

f x
=

( )

( )

x f y= ( ) y f x= ′( ) y f x= ′′( )



116 § 2.3. Графики линейных функций

49 50 51

52 53 54

55 56 57

58 59 60

y x= −2 2( ) y x= −2 2 y x= − + 2

y x= − − 2 y x= −| |2 y x= −| | 2

y x= −2 2 y x= −2 2 y x= − − 2

y x= − − 2 y x= − 2 y x= − 2



117§ 2.3. Графики линейных функций

61 62 63

64 65 66

67 68 69

70 71 72

y x= −( )2 2 y x= −2 2 y x= − + 2

y x= − − 2 y x= −| | 2 y x= −| | 2

y x= − −2 2 2 y x= − −2 2 1 y x= − − +2 1

y x= − − −2 1 y x= − −2 1 y x= − −2 1



118 § 2.3. Графики линейных функций

73 74 75

76 77 78

79 80 81

82 83 84

y x x= − − + 1

y x= − +( )2 2 1 y x= − +2 2 1 y x= − − −2 1

y x= − − +2 1 y x= − +2 1 y x= − +2 1

y x x= + −2 2 2 y x x= + −2 2 1

y x x= − − 1 y x x= + −| | 1 y x x= + −2 1



119§ 2.3. Графики линейных функций

85 86 87

88 89 90

91 92 93

94 95 96

y x x= + −( )2 1 y x x= − − − 1 y x x= + − 1

y x x= − −2 2 1 y x x= − + − 1 y x x= − − 1

y x= − −2 2 1| | y x= − − −| |2 1 y x= − −2 1

y x x x= + − +1 y x x x= − − +1 y x x= − − +2 1



120 § 2.4. Графики квадратичных функций

97 98 99

100 101 102

103 104 105

106 107 108

y x= −( )2 22 y x= −4 22 y x= − −( )2 2

y x= −( ) −2
2 y x= −2 2 y x= −2

2

y x= +( )2 22 y x= +4 22 y x= − +( )2 2

y x= −( ) +2
2 y x= +2 2 y x= +2

2



121§ 2.4. Графики квадратичных функций

109 110 111

112 113 114

115 116 117

118 119 120

y x= −( )2 2
2

y x= −( )2 2
2

y x= − −( )2
2

y x= − −( )2
2

y x= −( )2
2

y x= −( )2
2

y x= −2 22 y x= −4 22 y x= − −2 2

y x= −( ) −2
2 y x= −2 2 y x= −2

2



122 § 2.4. Графики квадратичных функций

121 122 123

124 125 126

127 128 129

130 131 132

y x x= − +2 2 22 y x x= − − −2 2 y x x= − +2 2

y x x= − −4 2 42 2 y x x= − − +2 22 y x x= − −2 22

y x x x= + +2 2 22 y x x x= − + −2 2 y x x x= + +2 2

y x x x= + − −4 2 4 12 2 y x x x= − + + −2 2 1 y x x x= + − −2 2 1



123§ 2.5. Графики многочленов 3-й и 4-й степени

133 134 135

136 137 138

139 140 141

142 143 144

y x= −( )2 23 y x= −8 23 y x= − −( )3 2

y x= − −3 2 y x= −3 2 y x= −3
2

y x= −( )2
3 y

x
=

−( )2 2

2

3

y
x

= −
−( )2

2

3

y
x

= −
+( )2

2

3

y x= −( )( )2 2
3

/ y x= −( )( )2 2
3

/



124 § 2.5. Графики многочленов 3-й и 4-й степени

145 146 147

148 149 150

151 152 153

154 155 156

y x x= −( )2 2
2

y x x= −( )2 2 2
2 y x x= − −( )2

2

y x x= − +( )2
2 y x x= −( )2

2
y x x= −( )2

2

y x x= −( )2 22 y x x= −( )2 4 22 y x x= − −( )2 2

y x x= − −( )2 2 y x x= −( )2 2 y x x= −( )2 2



125§ 2.5. Графики многочленов 3-й и 4-й степени

157 158 159

160 161 162

163 164 165

166 167 168

y x x= −( )2 2
3 y x x= −( )2 2 2

3
y x x= − −( )2

3

y x x= −( )2 22 2
y x x= −( )4 2 22 2 y x x= − −( )2 2

2

y x x x= −( ) +( )2 23 2 y x x x= −( ) +( )8 4 2 23 2 y x x x= − −( ) +( )3 2 2

y x x

x x

= −( ) ×

× −( ) −( )
2 2 1

2 3

y x x

x x

= −( ) ×

× −( ) −( )
2 4 1

2 2 2 3

y x x

x x

= − −( ) ×

× −( ) −( )
2 1

2 3



126 § 2.6. Графики дробно-рациональных функций

169 170 171

172 173 174

175 176 177

178 179 180

y
x

= +2
2 y

x
= +1

2
1 y

x
= − +





1
1

y
x

= − +1
1 y

x
= +1

1 y
x

= +1
1

y
x

=
+
2

1
y

x
=

+
1

2 1
y

x
= −

+
1

1

y
x

=
−
1

1
y

x
=

+
1

1
y

x
=

+
1

1



127§ 2.6. Графики дробно-рациональных функций

181 182 183

184 185 186

187 188 189

190 191 192

y x
x

= +2
2

y x
x

= + 1
y

x

x
=

+2 1

y x
x

= −2
2 y x

x
= − 1

y
x

x
=

−2 1

y
x

x
= +

−
2 2

1

2

2
y

x

x
= +

−

2

2

1

1
y

x

x
= −

+

2

2

1

1

y
x

x
x= +

−
+

2

2

1

1
y

x x

x
= +

−

3

2 1
y

x

x x
= +

−

2

3

1



128 § 2.7. Графики функций, содержащих рациональные степени и корни

193 194 195

196 197 198

199 200 201

202 203 204

y x= −4 6 y x= −2 2 3 y x= −3 2

y x= − −2 3 y x= −2 3 y x= −2 3

y x= +2 1 y x= − + 1 y x= + 1

y x= − −4 1 13 y x= − − +2 1 13 y x= − −2 1 13



129§ 2.8. Графики показательных и логарифмических функций

205 206 207

208 209 210

211 212 213

214 215 216

y e x= −2 2 y e x= −2 1 y e x= − −( )1

y e x= −− 1 y e x= − 1 y e x= − 1

y e x= −2 1 y e x= −2 1 y e x= − −1

y e x= − −1 y e x= −1 y e x= −1



130 § 2.8. Графики показательных и логарифмических функций

217 218 219

220 221 222

223 224 225

226 227 228

y x= 4 ln y x= 2 2ln y x= −2ln

y x= −( )2ln y x= 2 ln y x= 2ln

y x= +( )2 1ln y x= +( )ln 1 y x= +( )ln 1

y x= −2 1ln y x= −ln 1 y x= −ln 1



131§ 2.9. Графики тригонометрических функций

229 230 231

232 233 234

235 236 237

238 239 240

y x= 2sin y x= sin2 y x= − sin

y x= −( )sin y x= sin y x= sin

y x x= + sin y x x= sin y
x

x
= sin

y
x

= 1
sin

y
x

= 1
sin y x= ( )1/ sin



132 § 2.9. Графики тригонометрических функций

241 242 243

244 245 246

247 248 249

250 251 252

y x= 2cos y x= cos2 y x= − cos

y x= −( )cos y x= cos y x= cos

y x= 2 tg y x= tg2 y x= − tg

y x= −( )tg y x= tg y x= tg



133§ 2.10. Графики различных комбинаций элементарных функций

253 254 255

256 257 258

259 260 261

262 263 264

y
x

x
= y x

x

x
= + y x

x

x
= −

y x
x

x
= + y x

x

x
= − +1 y x

x

x
= − 1

y x
x

x
= +2 y x

x

x
= −( )2 1 y x

x

x
= +( )2 1

y
x

x
=

sin

sin
y x

x

x
= +

sin

sin
y

x x

x
=

sin

sin



134 § 2.10. Графики различных комбинаций элементарных функций

265 266 267

268 269 270

271 272 273

274 275 276

y x x x

x x

= + + ×
× − −

( )( )

( )( )

4 3

1 2

y x x x

x x

= + + ×
× − −

2 4 3

1 2

( )( )

( )( )

y x x x

x x

= + + ×

× − −

( )( )

( )( )

4 3

1 22

y x= sin y x x= + sin y x x= sin

y x= ( )sin 2 y x= ( )sin 3 y x= sin3

y x x= +sin sin6 y x x= sin sin6 y e xk x= − sin



135§ 2.11. Изображения неявно заданных зависимостей, содержащих знак модуля

277 278 279

280 281 282

283 284 285

286 287 288

x y+ = 1 x y− + =1 1 x y− + =1 1

x y− + − =1 1 1 x y− + − =1 1 1 x y− + − =1 1 1

x y− + − =1 1 2 x y− + − =1 1 2 x y− + − =1 1 2

x x y+ − = 1 x y+ =2 1 x y x y+ + − = 1



136 § 2.11. Изображения неявно заданных зависимостей, содержащих знак модуля

289 290 291

292 293 294

295 296 297

298 299 300

x y− = 0 x y− − =1 0 x y− − =1 0

x y− = 1 x y− = 1 x y x y+ − − = 1

y x− =2 1 y x− = −2 1 y x− =2 1

x y−( ) + −( ) =1 1 2
2 2

x y−( ) + −( ) =1 1 2
2 2 x y−( ) + −( ) =1 1 2

2 2
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Тригонометрические уравнения (1.9.42)–
(1.9.59)

Тригонометрические формулы (1.7.1)–
(1.7.118)

У
Умножение вектора на число (1.13.40)–
(1.13.44)

Умножение дробей (1.3.8)

Умножение дроби на число и числа на 
дробь (1.3.10)–(1.3.11)

Уравнение касательной к графику функ-
ции (1.12.26)

Уравнение окружности (1.13.56)–
(1.13.57)

Уравнения, приводящиеся к квадратным 
(1.9.60)–(1.9.90)

Уравнения, содержащие знак модуля 
(1.9.16)–(1.9.24)

Ф
Формулы геометрии (1.13.1)–(1.13.58)

Формула Герона (1.13.6)

Формула корней квадратного уравнения 
(1.9.7)

Формулы кратных углов (1.7.22)–(1.7.27)

Формулы половинных углов (1.7.28)–
(1.7.30)

Формулы понижения степени (1.7.28)–
(1.7.29)

Формулы преобразования произведения 
в сумму (1.7.35)–(1.7.37)
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Формулы преобразования суммы в про-
изведение (1.7.31)–(1.7.34)

Формулы приведения (1.7.41)–(1.7.52)

Формулы разложения многочленов  
на множители (1.2.1)–(1.2.40)

Формулы сложения (1.7.19)–(1.7.21)

Формулы сокращенного умножения 
и другие тождества (1.1.1)–(1.1.76) 

Ч
Частные случаи квадратных уравнений 
(1.9.11)–(1.9.15)

Частные случаи тригонометрических 
уравнений (1.9.48)–(1.9.59)

Четырехугольники (1.13.12)–(1.13.18)
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